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1 Einfuhrung

1 Einfuhrung
1.1 Gro enordnungen physikalischer Objekte

Physiker versuchen, in der Vielfalt der Naturerscheinungen Gesetzma igkeiten und Zusam-
menhange zu nden. Dabei gibt es eine Arbeitsteilung zwischen Experimentalphysikern und
theoretischen Physikern. Experimentalphysiker stellen Fragen an die Natur in Form von Ex-
perimenten und erhalten einen Messwert als Antwort. Die Kunst der Experimentalphysik ist,
bisher unbekannte E ekte zu entdecken, und Messmethoden zu entwickeln, mit denen Modelle
und Theorien mit standig verbesserter Genauigkeit getestet werden konnen. Entscheidend da-
bei ist die Entwicklung neuer und verfeinerter Messverfahren, die spater hau g in der Technik
und Wirtschaft zur Anwendung kommen. Theoretischen Physik versuchen aus den vorhande-
nen Messungen mathematische Modelle zu entwickeln, die moglichst viele Beobachtungen mit
wenigen Grundprinzipien beschreiben konnen. In einem iterativen Prozess zwischen experimen-
tellen und theoretischen Physikern werden die Modelle weiter verfeinert bis schlie lich eine in
sich konsistente Theorie entsteht, die viele Naturerscheinungen beschreiben kann und zu einem
tieferen Verstandnis der Naturerscheinungen fuhrt.

Eine Theorie ist ein mathematisches Bild der Natur. Sie lasst sich nicht beweisen, son-
dern nur widerlegen. Eine wichtige Forderung an eine wissenschaftliche Theorie ist, dass sie
widerlegbar sein muss.

Es ist eine erstaunliche Tatsache, dass sich die Natur mathematisch beschreiben lasst. Da
die Mathematik die Sprache der Logik ist, bedeutet dies, dass die Natur logischen Gesetzen
folgt.

Physiker untersuchen die unterschiedlichsten Objekte in der Natur, vom Kleinsten (Ele-
mentarteilchen) bis zum Gro ten (Universum). Es gibt viele Teilgebiete der Physik, die sich
auf einzelne Aspekte der Natur spezialisieren: Elementarteilchenphysik, Kernphysik, Atom-
physik, Molekulphysik, Nanophysik, Festkorperphysik, Geophysik, Sonnenphysik, Astrophysik,
Kosmologie und andere mehr.

In der Natur ndet man Objekt mit folgenden Gro enordnungen.

< 10 ®* m Elektronen, Quarks

10 ¥ m Proton, Neutron, Atomkern

10 1 m Atom, Molekul

10 8 m Virus

107 m Erde

10° m Sonne

10 m Sonnensystem

10  m Gro e unserer Galaxie

1022 m Supercluster von Galaxien
> 10 m Universum

1.2 Messungen

Genaue Messungen sind notwendig, um die Gesetzma igkeiten in der Natur zu erfassen. Cha-
rakteristisch fur eine physikalische Gro e ist, dass sie messbar ist und dass eine Messvorschrift
besteht. Eine Messung ist nur dann sinnvoll, wenn auch die Unsicherheit (Fehler) angegeben
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1.3 Koordinatensysteme

wird. Messen einer physikalischen Messgro e bedeutet, dass sie zahlenma ig mit einer Ma ein-
heit verglichen wird.

1.3 Koordinatensysteme

Man benotigt 3 Koordinaten, um einen Punkt in einem 3-dimensionalen Raum festzulegen. Wir
benutzen hau g rechtshandige kartesische Koordinaten, Kugelkoordinaten oder Zylinderkoor-
dinaten. Unser 3-dimensionaler Raum ist in guter Naherung euklidisch (d.h. die Winkelsumme
in einem ebenen Dreieck ist 180 ). Abweichungen erwartet man nach der Allgemeinen Relati-
vitatstheorie in der Nahe starker Gravitationsfelder (gro e Massen). In guter Naherung ist die
Zeit eine absolute Gro e (fur unser Leben auf der Erdober ache). Nach der Relativitatstheorie
ist Zeit relativ und hangt von der Starke der Gravitationsfelder und von der Geschwindigkeit
ab.

1.4 Langenma stab

Als Langenma wird in den meisten Landern ein Meter verwendet. Die De nition des Meter
wurde im Laufe der Zeit immer weiter verfeinert. Ursprunge des Meter gehen auf 1668 zuruck,
als vorgeschlagen wurde, als Langeneinheit die Lange eines Pendels zu verwenden, das eine halbe
Periodendauer von einer Sekunde hat (Sekundenpendel). Ein solches Pendel hat die Lange von
0,994 m. Dies wurde Metro Cattolico (katholischer Meter) genannt.
1793: 1m 1=(4 10") Erdumfang. (als Ma stab diente ab 1799 ein Platin- und ab 1889 ein Platin
1960: 1m 1650763;73 mit = Wellenlange von orangem Licht von Krypton Atomen
1983: Lichtgeschwindigkeit ¢ 299792458 m/s
1m Weg, den Licht im Vakuum in der Zeit 1=299792458 sec zurucklegt.

1.5 Zeitma stab

Die De nition der Sekunde benutzt das seit den Babyloniern ubliche Sexagesimalsystem (Zah-

lensystem basierend auf 60), das wir auch heute noch fur die Einteilung von Grad, Minuten und

Stunden verwenden. Verknupft damit ist das 12er System (12 Stunden pro Tag und Nacht).
De nition der Sekunde: 1sec = 1=(24 60 60) Sonnentage

Die Sonnentage sind aber nicht konstant, sondern verlangern sich aufgrund von Gezeitenef-
fekten mit der Zeit.

Atomstandard der Zeit (1967): 1 sec = 9 192 631 770 fache der Schwingungsdauer der Strah-
lung, die beim Ubergang zwischen den beiden Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustandes
von 133Cs Atomen ausgesandt wird. Moderne Atomuhren haben eine relative Genauigkeit von
10 4,

1.6 Masseneinheit

Bei der Masse ist es bisher nicht gelungen, einen ‘atomaren’ Standard zu benutzen. Man konnte
z.B. die Protonmasse als Standard verwenden. Aber die Anzahl der Atome in 1 kg Masse ist
nicht genau genug bekannt (relativer Fehler 10 ©). Daher dient ein Platin-lridium Zylinder
(bei Paris) als kg-Standard.
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2 Bewegung in einer Ebene

Ebenso gilt:

1 kg = Masse von 1 Liter H,O (bei 4 C) + 0.028 g

1 Mol = Sto menge, die so viele Atome (Molekule) enthalt wie 12 Gramm Kohlensto .
1 Mol enthalt N5 = 6;0221 102 Atome (Molekule). N4 ist die Avogadrozahl.

. 12
Masse eines Kohlensto atoms m==-9 =12u; 1u = 1:66057 10 2Tkg:
A

2 Bewegung in einer Ebene

Kinematik: Bewegung
Dynamik:  Einwirkung von Kraften (fuhrt zu Bewegung und/oder Verformung)

2.1 Massenpunkt

Im allgemeinen kann ein Korper folgende Bewegungen durchfuhren:

Translation, Rotation, Schwingung

Als Approximation fur die Beschreibung von Korpern verwenden wir oft den Massenpunkt. Der
Massenpunkt stellt ein idealisiertes Teilchen dar, bei dem die Gesamtmasse in einem Punkt
konzentriert ist. Ein Massenpunkt hat nur Translationsbewegung.

2.2 Mittlere Geschwindigkeit

Ein Teilchen sei zum Zeitpunkt t; am Ort #; und bei t;, am Ort ¥,. Mit t=1t, t; und
¥ =+, ¥, de nieren wir als mittlere Geschwindigkeit fur die Bewegung von P; zu P,

~r _ Verschiebung (\Vektor)

Y= 7% T Zeitspanne (Skalar)

1)

2.3 Momentangeschwindigkeit

Wenn wir das Zeitintervall t weiter verkleinern, erhalten wir als Grenzwert die momentane
Geschwindigkeit ¥ am Ort #;.

=y, 1P = G @

Betrag der Geschwindigkeit v(t) = jv(t)j = j2%0;

Zerlegung in x, y Komponenten unter Verwendung der Einheitsvektoren €; und €, in X , bzw.
y Richtung.

() = Xx(t)ey +y(He:
dr(t) _  dx(t) dy(t)
v at - at % at
Eindimensionale Bewegung: v = vy€; mit v, > 0 beschreibt eine Bewegung in +x-Richtung
und vy < 0 eine Bewegung in  X-Richtung.
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2.4 Beschleunigung

2.4 Beschleunigung

Beschleunigung ist eine Geschwindigkeitsanderung pro Zeit. Fur die mittlere Beschleunigung
erhalt man:
Mittlere Beschleunigung:

Yo M1
L 1

a(ty; tp) =

Il
-l

(Vektor) ()

v(t) _ dv(t)
t  dt “)

Fur Ableitungen nach dem Ort und nach der Zeit verwendet man hau g folgende Schreib-
weisen.

momentane Beschleunigung: a(t) = Iitr'n0

Funktion von x und t: T = f(x;t)

1. Ableitung nach x:  f'(x;t) = df((j))(( t)
2 .
2. Ableitung nach x:  fU(x;t) = d?f(x; t)
dx?
1. Ableitung nach t: £(x;t) = df(d)f[? t)
2 .
2. Ableitung nach t:  f(x;t) = d fd(t); t)

somit ist a(t) = ¥(t) = #(t)

2.5 Konstante Beschleunigung in einer Dimension

Ein wichtiger Fall ist die Bewegung eines Korpers mit konstanter Beschleunigung. Wir be-
trachten eine konstante Beschleunigung in x-Richtung. Die Bewegungsgleichung x(t) soll nun
hergeleitet werden.

Esseii a = axe; mit ay=const: unda,=a,=0
somit ist: x(t) = ayx = const
gist x(© = g
Integration liefert:  x(t) dt’ = a,dt’
0 0
Z t
V(D) v (0) = a, df = a, t
0
V() = %(0) +axt (5)
t
erneute Integration:x(t) x(0) = dt? (vk(0) + axt)

0

1
= v (0) t+ > t?

Ergebnis: x(t) = x(0) + v,(0) t+ %ax t2 (6)
(7
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2.6 Bewegung in einer Ebene

Die Zeit lasst sich aus dieser Gleichung eliminieren, so dass man die Bahnkurve x(t) als
Funktion von v(t) erhalt.

Umformen von (6) liefert:
x(t) = x(0)+ %VX(O)'[ + %(VX(O) + a,t)t

X = X(0)+ J(6(0) + () ) ¢

mit (5) folgt: ~ x(t) = x(0) + %[VX(O) ety O - 1)
Ergebnis: x(t) = x(0)+ %[vf((t) v2(0)]
Andere Darstellung:
2ax[x(t)  x(0)] = vi(t) vz(0) (8)

Freier Fall
Alle Objekte auf der Erde fallen mit der Beschleunigung g = 9:81 m/s? unabhangig von ihrer
Masse(Galileo Galilei). Wir betrachten nun den freien Fall und wahlen die Koordinatenachse
so, dass die y -Richtung zum Erdmittelpunkt zeigt, d.h. ay = g. Zur Zeitt =0seiy =0
und vy(0) = 0.
HP R P — 1 2.
Somit ist:  y(t) = Egt :

Mit (8) erhalt man fur die Geschwindigkeitskomponente vy, als Funktion von y den Ausdruck
(sowohl y als auch vy sind negativ).

P
Vy = 29y 9)

2.6 Bewegung in einer Ebene

Wir betrachten eine Bewegung in der X vy - Ebene mit konstanter Beschleunigung (a(t) = ap).

ay= const. B x(t) = x(0)+ vy (0)t+ %ax t2 0 V(t) = vy(0) + aut
ay= const. ¥ y(t) = y@O)+v(0)t+ %ay t? 5 v(t) = v (0) +ayt
f(t) = *#(0)+v(0) t+ %a t?: v)=vo+at; a(t) =a

Beispiel: Wurfbewegung
Ein Stein wird zur Zeit ty bei x(0) = 0 unter dem Winkel zur Erdober ache auf der Hohe yq
mit der Geschwindigkeit vy abgeworfen. Es gilt a, = 0;a, = g, somit

Vi(0) = wvpcos
vy (0) Vo Sin
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3 Kreisbewegung

Fur x(t) und y(t) ergibt sich dann:

X(t) = vot cos

y(t) = Yo+ Vot sin %gt2 (10)
_ 1 X °

y() = yo+x(t)tan 29 Vocos (11)

3 Kireisbewegung

3.1 Gleichformige Kreisbewegung

Fur die Beschreibung einer Kreisbewegung ist es gunstig, die Polarkoordinaten r; > zu verwen-
den. Dabei ist r der Radius des Kreises und > der Winkel in der x y Ebene bezogen auf
die x-Achse. Der Zusammenhang zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten ist
gegeben durch (s. math. Formelsammlung):

X=rcos”; y=rsin” und
P
r= x2+y? tan” =y=X

Kreisbogen: s(t) =r 7 (t)

Geschwindigkeitsbetrag: v = dz(tt) = rd dit) =

Winkelgeschwindigkeit: 1 = ©® =2 = const:, wobei T die Umlaufzeit ist.

r 1 =const:

Wir betrachten eine gleichformige Kreisbewegung mit I = const. Somit erhalten wir fur die
Komponenten x(t) und y(t):

t
X(t) = rcos!t=rcos2 -
y(t) = rsin!tzrsinZ%

und durch Di erenzieren

k(1)
vy (1)
€, und €; sind die Einheitsvektoren in x-, bzw. y-Richtung.

Durch Einsetzen von Werten, z.B. 't =0; =4; =2; usw., lasst sich leicht zeigen, dass v immer
in Richtung der Tangente an den Kreis zeigt.

dx=dt= Irsin!t

dy=dt= UIrcos!t ~ Vx(t)er + vy (t)e;

Beschleunigung: a = axe; + aye;

ax(t) dvgt(t) = ?rcoslt=12x(t)
ay (t) % = I’rsinlt=1%(b)
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3.2 Allgemeine Kreisbewegung

a zeigt immer zum Drehzentrum.

Betrage:
q
V=jvj = Vvi+vi=1r
- d ) v2
=ja = az+a;=1 r:T:! Y (12)
Vektorschreibweise:
e Einheitsvektor (radial: zeigt vom Zentrum nach au en)
e- Einheitsvektor (tangential: zeigt in Richtung der Tangente an den Kreis)
() = rec(t)
(v ist tangential, s.0.)
_dr() _ dec(t) 24t _,
v(t) = it dt ve-(t) = Tre-(t) (13)
( a ist radial, s.o0.)
a(t) d*;(tt) T dt ?ﬁa 12re, () = Tve,(t) (14)

3.2 Allgemeine Kreisbewegung

Bei der allgemeinen Kreisbewegung kann ! zeitlich variable sein, d.h. I = I(t), Die Geschwin-
digkeit ist nun gegeben durch

v(t) =r I(t) e (b)

Bei der Ableitung nach t muss nun die Produktregel verwendet werden.
dv(t) _ d ( )e ® +ri() de (t)

= & (t) +a,(t)

a(t) =

Radialbeschleunigung:  a,(t) —rl(t)—%-ﬁ L(v(De (t) = 12D)re(t) (15)

Tangentialbeschleunigung: a¢(t) :dv(t) e-(t) = at ()re7(t): (Hre-(t) (16)
Winkelbeschleunigung: ) =¥ a7

Die folgende Tabelle zeigt, dass es einen engen Zusammenhang zwischen den Gro en der
Translation und Rotation gibt.

Translation |  Rotation
” -
v=dx=dt=x | ! =d”=dt="
a=dv=dt=x| =dl=dt="
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3.3 Vektorschreibweise

3.3 Vektorschreibweise

Wir de nieren 2 neue Vektoren: Winkelgeschwindigkeit ¥ und Winkelbeschleunigung ~. Die
Betrage sind ! und . Die Richtung beider Vektoren ist nach der Rechte-Hand-Regel de niert,
d.h. wenn die Finger der rechten Hand in Richtung der Drehbewegung zeigen, so zeigt der
Daumen entlang der Drehachse in Richtung + und ~.

Mit der De nition des Vektorproduktes (s. Formelsammlung) zeigen somit ~ #und ¥ f
in Richtung €- und ¥+ v zeigt in Richtung €,.
Damit erhalten wir:

v(1) OB (18)
at) = ~O rO+IH v@O=~0O rO+IO @O *FO)

3.4 Beispiele zur Kreisbewegung

a) Mondumlauf
Abstand Erde - Mond: r = 3;85 10%® m; Umlaufzeit: T = 27;3 Tage = 2;36 10° s;
1 =2 =T =266 10 s 1.
v=1r=1;02 103 m/s;a=12r=2;7 10 3 m/s°.
Vergleich mit der Erdbeschleunigung auf der Erdober ache a=g =2;8 10 4.

b) Konstante Winkelbeschleunigung
= const.
!(t) = t+ !0
() ="o+ Yot + 1 t2
Zum Zeitpunkt t =0 sei o =0 und 1y = 0. Damit erhalten wir fur x(t) und y(t):

x(t) = rcos% t2 und y(t) = rsin% t2
.1
V() = dx=dt= r tsin 3 t?

vy(t) = dy=dt=r tcos% t2

.1 1
ax(t) = dv=dt= r sin 3 t? r!zcos§ t?

1 1
ay(t) = dv=dt=r cosz t? r!zsmz t?

4 Transformationen

4.1 Relativbewegung

Vom Ursprung O des Koordinatensystems betrachtet, be nden sich zwei Massenpunkte A und B
am Ort ¥4 und ¥g und bewegen sich mit den Geschwindigkeiten va = d¥a=dt und vg = d¥g=dt.

G. Herten 14 Experimentalphysik



4.2 Galilei Transformationen

Die Relativgeschwindigkeit von B (gesehen von A) ist dann

d‘FBA d
v = —— = _(Fg fa)=¥Vp V
BA dt dt( B A) B A
und umgekehrt
d‘FAB d
v = =—(ka FB)=Va V= ¥
AB dt dt( A B) A B BA
Ebenso fur die Beschleunigungen:
apa = g 8a , 8Gap —8a @ = 4apa

Somit ist die Geschwindigkeit (Beschleunigung) der Relativbewegung die Vektordi erenz der
Geschwindigkeiten (Beschleunigungen).

4.2 Galilei Transformationen

Abb. 1: Zwei Koordinatensysteme mit gleichformiger Relativgeschwindigkeit zu einander.

Zwei Koordinatensysteme x;y;z und X%y’ z' be nden sich in gleichformiger relativer

Translationsbewegung zueinander mit der Relativgeschwindigkeit ¢ (gemessen im ungestriche-
nen System).
Beispiel: Im Koordinatenursprung O be ndet sich ein Beobachter auf einem Bahnsteig. Ein
Beobachter in einem vorbeifahrenden Zug be ndet sich im Ursprung O° des Koordinatensys-
tems x’;y"; z'. Der Zug fahrt mit konstanter Geschwindigkeit in t-Richtung. Beide Beobachter
messen die Bewegung eines Flugzeuges P. Die Aufgabe besteht darin, eine Relation zwischen
den Messungen beider Beobachter herzuleiten (Koordinaten-Transformation).

Bei t = 0 seien beide Koordinatensysteme identisch und entfernen sich danach von einander.
Anhand der Zeichnung lasst sich der Zusammenhang zwischen beiden Koordinatensystemen
herleiten (Galilei-Transformation).

Ortsvektor

Somit: £'(t) = () ut (Galilei-Transformation) (19)
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4.3 Rotierende Koordinatensysteme

Fur den speziellen Fall, dass der Zug mit der Geschwindigkeit ¢ = uyxey in x-Richtung fahrt,
ergeben sich folgende Komponenten:

X Uyt
=y
2’ =z
=t
Geschwindigkeit: v° = v d
Beschleunigung: &’ a

Nach der Galilei-Transformation ist die Beschleunigung fur Beobachter gleich, die sich zuein-
ander in relativer gleichformiger Translationsbewegung be nden. Oder: Die Beschleunigung ist
invariant unter Galilei-Transformationen mit gleichformiger relativer Translationsbewegung.
Falls ¢ nicht konstant ist, erhalt man

0 —

du
a =a a=a el (20)

wobei ¢ die Relativbeschleunigung zwischen beiden Systemen ist.

4.3 Rotierende Koordinatensysteme

Abb. 2: Koordinatentransformation bei der Rotation

In ahnlicher Weise betrachten wir zwei Koordinatensystem O und O, die denselben Koordi-
natenursprung besitzen, aber um die gemeinsame Drehachse (z-Achse) unter einem Winkel ~
gedreht sind. Der Punkt P (im Abstand r vom Koordinatenursprung) lasst sich im gestrichenen
und ungestrichenen Koordinatensystem darstellen. Dazu verwenden wir Zylinderkoordinaten:
X=rcos und y=rsin
xX'=rcos( 7); yY'=rsin( 7); 2'=z
Mit den Additionsregeln fur sin und cos (Formelsammlung Kap. 5.1):
sin( ) =sin cos cos sin

cos( ) =cos cos +sin sin

G. Herten 16 Experimentalphysik



5 Newtonsche Gesetze

erhalt man die Koordinatentransformation:

" = xcos”+ysin’

= Xsin”+ycos” (21)
2 = z

0

In kompakter Matrixschreibweise (s. Formelsammlung Kap. 1.6)

O 1 O ] 10 1
X’ cos” sin” 0 X

@yA=@ sin” cos” 0A@y A (22)
VA 0 0 1 z

5 Newtonsche Gesetze

Bisher haben wir die Bewegung eines Korpers in der Ebene untersucht. Wir beobachten in der
Natur viele Erscheinungen von Bewegung. Die Ursache dieser Bewegung ist die Wechselwirkung
des Korpers mit der Umgebung (Kraft).

5.1 Newtonsche Gesetze

1. Newtonsches Gesetz:

‘Jeder Massenpunkt verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichformigen Bewegung auf
geradliniger Bahn, solange keine Krafte auf ihn wirken.” (‘Tragheitsgesetz’)

Zuerst hat Galileo diese Behauptung aufgestellt. Diese Tatsache war und ist nicht o ensichtlich,
da oft Reibungskrafte dominieren.

Wenn wir Geschwindigkeiten messen, mussen wir ein Koordinatensystem angeben, d.h. die
Bewegung des Korpers verlauft relativ zu einem Beobachter, der selbst keine Wechselwirkung
mit der Umgebung hat. Das Bezugssystem des Beobachters nennen wir ein Inertialsystem.
Inertialsystem: Klasse von Systemen, in denen das Tragheitsgesetz gilt. Verschiedene Inertial-
systeme bewegen sich daher mit konstanter Geschwindigkeit zu einander. Die Beobachtungen
in diesen Systemen sind durch die Galilei-Transformationen korreliert. Die Erde ist kein Iner-
tialsystem. Sie rotiert um die eigene Achse, sie rotiert um die Sonne; die Sonne rotiert um die
Milchstra e, Galaxien werden abgebremst etc. D.h. ein wirkliches Inertialsystem existiert nicht,
allerdings sind die Fixsterne sehr gute Inertialsysteme (Umlaufzeit der Sonne um das Zentrum
der Milchstra e T =2 108 Jahre). Fur viele praktische Anwendungen kann man jedoch auch
die Erde als Inertialsystem betrachten. Alle Inertialsysteme sind gleichberechtigt. Somit gibt es
keine absolute Geschwindigkeit.

2. Newtonsches Gesetz

Wenn wir Kraft de nieren wollen, mussen wir eine Messvorschrift angeben. Wir nehmen einen
Korper mit der Masse 1 kg und ziehen ihn reibungsfrei mit einer Feder so, dass die Beschleu-
nigung 1m=s? betragt. Wir de nieren, dass dann die Feder eine konstante Kraft von 1 Newton
(1 Newton = 1kg m=s?) auf die Masse ausubt. Bei 2m=s? nennen wir die Kraft 2 Newton. Es
stellt sich nun die Frage, ob Kraft als vektorielle Gro e aufgefasst werden kann. Dann muss
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5.1 Newtonsche Gesetze

sie einen Betrag und eine Richtung haben, und die Vektoroperationen mussen gelten. Expe-
rimentell wurde bestatigt, dass fur Krafte die Vektoroperationen gelten z.B. die Regeln der
Vektoraddition. Jede Kraft erzeugt eine eigene Beschleunigung. Die resultierende Beschleuni-
gung ist die Vektorsumme der Einzelbeschleunigungen. Nun ersetzen wir den Korper durch
einen Korper mit verschiedener Masse. Wir ziehen mit derselben Kraft (dieselbe Auslenkung
der Feder) und messen die Beschleunigung. Wir de nieren als Massenverhaltnis das inverse

Verhaltnis der Beschleunigungen.
m; @

Mo B ap
Masse ist ein Ma fur die Tragheit des Korpers. Man nennt die so de nierte Masse deshalb
auch trage Masse. Diese Beziehungen zwischen Kraft, Masse und Beschleunigung werden im 2.

Newtonschen Gesetz ausgedruckt:
me(t) =F (23)

Dabei ist F die Gesamtkraft, die auf einen Korper wirkt. Das 1. Gesetz ist im 2. Gesetz
enthalten. Denn falls fur einen Korper F = 0 (freier Korper), gilta=0 ¥ v = const.

3. Newtonsches Gesetz:

A B . .
OCTOOCTT . Adio= e
4’ ‘7
— — - _ o
Fon Fag Fon = " Fag

Abb. 3: Kraftepaar bei Actio und Reactio

Bei der Wechselwirkung zweier Teilchen ist die Kraft, die auf ein Teilchen wirkt, gleich und
entgegengesetzt der Kraft, die auf das andere Teilchen wirkt.

Beachte: Die Actio- und Reactio-Krafte wirken auf verschiedene Korper. Dazu betrachten wir
eine Masse A, die mit Hilfe eines Seils s und einem Gri B gezogen wird.
Fur das Seil haben wir somit die Bewegungsgleichung:

MsX = Fgs +Fas
x: Richtung: m¢x = Fgs Fas

Fgs und Fas ist kein Actio - Reactio Paar, denn sie wirken auf denselben Korper. Im allgemei-
nen ist jFgsj & jFasj. Nur wenn x = 0 oder mg = 0 ist Fgs = Fas.
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5.2 Gewichtskraft

A\Z

Sail: <— | I
S BS

2

>N
T

Masse A: S B

-

Griff B: Fep

Abb. 4: Auftretende Krafte beim Seilzug

5.2 Gewichtskraft

Das Gewicht eines Korpers mit der Masse m kann man z.B. mit einer Federwaage messen. Man
beobachtet, dass die Gewichtskraft proportional zur Masse ist.

G =mg§:

Der Vektor g zeigt zum Erdmittelpunkt und jgj ist eine Gravitationskonstante, die von der
Erdmasse und von der Starke der Gravitationskraft abhangt. Wir bezeichnen die Masse hier
als schwere Masse, um zu verdeutlichen, dass hier mg ein Ma dafur ist, mit welcher Starke ein
Korper vom Gravitationsfeld der Erde angezogen wird. Zunachst haben also trage Masse und
schwere Masse nichts miteinander zu tun. Die trage Masse ist ein Ma fur die Kraft, die man
benotigt, um einen Korper zu beschleunigen. Die schwere Masse ist Ma fur die Starke der
Gravitationskraft zwischen zwei Korpern.

Wir betrachten den freien Fall in y-Richtung, beschrieben mit der Gleichung

My = G = mgg

Es wirkt nur die Gewichtskraft auf den Korper. Es wirkt nur die Gewichtskraft auf den
Korper. Die Gleichung enthalt die schwere und die trage Masse. Die Frage stellt sich nun, ob
beide Massen identisch sind und wie man dies experimentell prufen konnte.

Beispiel: Um die Relevanz dieser Frage zu untersuchen, machen wir die hypothetische Annahme,
dass die Gravitationskraft nur auf Protonen und nicht auf Neutronen wirkt. Damit betrachten
wir den freien Fall von Helium und Uran. (He*: 2p, 2n; U%38: 92p, 146n).
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5.3 Beispiele zur Newtonschen Mechanik

Somit gilt fur die Fallbeschleunigung

mg 2 4
= 0= - f H
Ye mtg 49 ur €
— 92 238
~ 238Y fur U
ye(He") 05

ys(UZ8) — 0:39

Somit sollte He* schneller fallen als U238, Mit sehr guter Genauigkeit wurde allerdings bestatigt,
dass alle Korper unabhangig von ihrer chemischen Zusammensetzung mit derselben Beschleu-
nigung fallen und somit trage und schwere Masse identisch sind (j(m; ms)=msj < 10 *?). Die
Gravitationskonstante auf der Erdober ache g nennt man daher auch oft Erdbeschleunigung.

5.3 Beispiele zur Newtonschen Mechanik
Schiefe Ebene:

Abb. 5: Krafte bei der Bewegung auf der schiefen Ebene.

Eine Masse m bewegt sich reibungsfrei auf einer schiefen Ebene. Entlang der x-Achse wirkt
eine Kraft F = F,e4. Die auf die Masse wirkende Gewichtskraft ist G = Gyex + Gyey, mit
Gx = mgsin und Gy = mgcos . Zusatzlich wirkt noch die Normalkraft N (Zwangskraft),
die bewirkt, dass die Masse ‘gezwungen’ wird, auf der schiefen Ebene zu bleiben. Zwangskrafte
stehen immer senkrecht zur Ober ache (bei Vernachlassigung von Reibung). Die Normalkraft
kann man so erklaren, dass die Atome an der Ober ache durch den Kontakt des Korpers leicht
komprimiert werden und somit eine Kraft auf den Korper ausuben. Bei einer Wasserober ache
konnen die Wassermolekule keine genugend gro e Gegenkraft erzeugen, falls die Dichte des
Korpers gro er als die Dichte von Wasser ist. Dann sinkt der Korper. Wir erhalten fur die
Bewegung von m:

me=mg+N+F
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5.3 Beispiele zur Newtonschen Mechanik

a) statischer Fall: ¥ =0 ®* mg+N +F =0
X: mgsin +F =0
y: mgcos +N =0
Kraftegleichgewicht: der Korper ruht

b) dynamischer Fall: z.B. bei F =0
mr = mg + N
X: Mmay= mgsin
y: 0=ma,= mgcos +N
Nach De nition ist die Normalkraft gerade so gro , dass der Korper auf der schiefen Ebene
bleibt, d.h. a, = 0. Der Korper wird also in -x Richtung beschleunigt mit a, = gsin

Atwoodsche Fallmaschine:

><CD\L
—
.
5
><CD\L

Abb. 6: Atwoodschen Fallmaschine

Zwei Massen m; und m, verbunden durch einen Faden mit der Masse m hangen an einer
drehbar gelagerten Rolle. Positive x-Richtung ist de niert durch Bewegung von m; nach oben
und m, nach unten.

Krafte auf my, m und m, (die Gravitationskraft auf den Faden werden wir vernachlassigen):

T T, __T2 T m,g

m >
eX

m, m,
lmlg | T l T,

Abb. 7: Krafte bei der Atwoodschen Fallmaschine (die x-Achse zeigt nach oben).
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6 Reibung

Alle drei Korper bewegen sich mit derselben Beschleunigung ay

mia, = T mg ¥ Ty =miax+myg
May = T2 T]_
meay = mpyg T, ¥ Tro=myg myay
ma, = T, Ti= ax(Mx+my)+g(m, my)
m, m
a, = g# (24)

m-+m; +ms

6 Reibung

6.1 Haft- und Gleitreibung

Aufgrund von Reibungskraften wird im taglichen Leben ein freier Korper, der sich bewegt,
standig abgebremst bis er zur Ruhe kommt. Ohne Reibungskrafte konnten wir uns nur mit Muhe
fortbewegen, z.B. alle Fahrzeuge mit Radern konnten nicht zum Antrieb verwendet werden. Man
denke nur an unsere Schwierigkeiten, sich auf einer Eis ache zu bewegen. Dort sind die Rei-
bungskrafte reduziert. Mikroskopisch kann man Reibung deuten als Molekul-Wechselwirkung,
die beim Kontakt zweier Korper auftritt. Die Reibungskraft ist immer der Bewegung entgegen-
gerichtet. Experimentell stellt man fest, dass bei der Bewegung eines Korpers auf einer festen
Unterlage eine Reibungskraft (Gleitreibung) auftritt, mit der Form

FR = ka: (25)

Dabei ist T der Reibungskoe zient fur Gleitreibung (kinetisch). Es gibt zwei Arten von Rei-
bungskoe zienten:

- fur Gleitreibung T, (kinetisch)

- fur Haftreibung fg (statisch)
Fur einen Korper mit der Masse m, der von einer Kraft F, in x-Richtung so gezogen wird, dass
er sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, gilt folgende Bewegungsgleichung:

mx = F, Fr=F, %N
my = N mg=0%¥ N=mg
somit F, = fimg (falls x =0;vx = const.)

Diese Kraft muss aufgewandt werden, um den Korper mit konstanter Geschwindigkeit zu be-
wegen. Falls der Korper anfangs in Ruhe war, mussen wir die Haftreibung uberwinden:

Man ndet fur alle bisher getesteten Materialien fs  fy.

Material: | P

Stahl auf Stahl 0.78 0.42
Te onauf Te on 0,04 0,04
Gummi auf Beton 1 1

G. Herten 22 Experimentalphysik



6.1 Haft- und Gleitreibung

Ein Benetzen der Ober ache mit Flussigkeit (Wasser, Ol) reduziert den Reibungskoe zienten.
Dies kann erwunscht sein (Schmierung von Lagern) oder problematisch (Aquaplaning beim
Auto).

Der experimentelle Befund, Fr = TN, ist erstaunlich, da die Reibungskraft nur von der
Normalkraft, aber nicht von der Beruhrungs ache abhangt. So ist z.B. die Reibungskraft
fur einen Metallquader unabhangig davon, ob er auf der gro en oder kleinen Seitenfache au iegt.

Beispiel: Bremsweg

Frage: Was ist die kurzeste Wegstrecke, um ein Auto abzubremsen, das sich mit der Anfangs-
geschwindigkeit vy bewegt?

Zur Losung benutzen wir das Diagramm des vorhergehenden Beispiels mit F, = 0. Fr ist die
Reibungskraft, die beim Bremsen auftritt.

-
NN A

-

- O

% mg

Abb. 8: Krafte beim Abbremsen eines Autos

X
me = F = Fr+N +mg
Xx: mx = fN
y: my = N mg=0) N=mg
einsetzen: mx = fimg; a=x= T*g
v(it) = vp+at
s(t) = }atz + Vot

2

Zum zeitpunkt to soll das Auto zum Stillstand kommen. d.h. v(tp) = 0 und somit to = —°.
Einsetzen in s(t) liefert dann die Lange des Bremsweges

V6
S(ty) = —/—
() = 5
Die Polizei nutzt diese Formel, um nach einem Unfall aus der Bremsspur die ursprungliche
Geschwindigkeit des Autos zu brechnen:

P
Vo = kagS
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6.2 Reibung in Flussigkeiten und Gasen

6.2 Reibung in Flussigkeiten und Gasen

Bei der Bewegung eines Korpers in einer Flussigkeit und in Gasen treten Reibungskrafte auf,
die von der Geschwindigkeit des Korpers abhangen.

Reibungskraft in Gasen:
In Gasen ndet man experimentell, dass der Stromungswiderstand in guter Naherung vom
Quadrat der Geschwindigkeit abhangt.

1 o ¥

Fr= -C AV
R™ 27 V]

Dabei sind:
C: Widerstandskoe zient (ca. 0.4 bis 1)
Dichte des Gases (Masse pro Volumen)
A : Querschnitts ache des Korpers
Fur einen fallenden Korper in x-Richtung, der durch die Luftreibung abgebremst wird, erhalten
wir somit die Bewegungsgleichung:

mx=mg bv?:

wobei b = C A=2 ist. Durch die Luftreibung bewegt er sich nach einiger Zeit mit konstanter
Geschwindigkeit ve. Zur diesem Zeitpunkt ist die Beschleunigung x = 0. Einsetzen in die
Bewegungsgleichung ergibt

VE = I:)mg:b = Iong=(C A)

Die folgende Tabelle zeigt einige typische Werte fur die Endgeschwindigkeit vg sowie fur
die 95% - Falltiefe (Tiefe, die ein Korper fallt, bis er 95% der Endgeschwindigkeit erreicht hat).

Korper VE m/s | 95% Falltiefe (m)
Kugel (fur Kugelsto ) 145 2500
Tennisball 31 115
Fallschirmspringer (Schirm geschlossen) 60 430
Fallschirmspringer (Schirm geo net) 5 3
Regentropfen (Radius 1.5 mm) 7 6

Reibung in Flussigkeiten:
Fur die Reibungskraft in Flussigkeiten ndet man experimentell, dass sie linear von der Ge-
schwindigkeit abhangt. Fur den speziellen Fall der Bewegung einer Kugel gilt das

Stokes’sche Reibungsgesetz FrR= 6 rv; (26)

dabei ist die Viskositatskonstante der Flussigkeit, r der Radius der Kugel und v seine Ge-
schwindigkeit. Fur Wasser bei einer Temperatur von 20 Cist =1;00 10 3 Ns/m?. Neben der
Reibungskraft wirken die Gewichtskraft und der Auftrieb auf die Kugel. Der Auftrieb entspricht
nach dem Archimedischen Prinzip genau der Gewichtskraft (m¢g) der verdrangten Flussigkeit
mit der Masse mg.

Wir wahlen die y-Richtung so, dass sie in Fallrichtung zeigt. Damit erhalten wir die Bewe-
gungsgleichung:

my=mg mgg 6 rv:
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6.2 Reibung in Flussigkeiten und Gasen

Mitm = V,ms = ¢V,wobei und ¢ die Massendichten des Korpers, bzw. der Flussigkeit
sind, und V das Volumen des Korpers, lasst sich die Bewegungsgleichung umformen in

y=¢" v
wobei folgende Abkurzungen verwendet wurden

¢'=g——" und =6 r=m:

Wie beim Fall in Gasen erreicht die Kugel auch in der Flussigkeit fur gro e Zeitent ¥ 1,
eine konstante Endgeschwindigkeit (y(t ¥ 1) = 0), die nun gegeben ist durch

0 2 r2
VE:g_zg( fg_:

V(t) /N
V0 >VE
R
Vo< Ve
t

Abb. 9: Geschwindigkeitsverlauf bei der Reibung in Flussigkeiten.

Losung der Di erentialgleichung
Die Di erentialgleichung

y+ y(® ¢'=0
kann durch Integration gelost werden. Dazu setzen wir v = y(t), somit

dv
— A0 YV 0
v+ v=g oder it (v g)
ZV dVO Zt
. = dt’ , die Integration ergibt
Vo \Y g 0
0
Em v 90 = t; somit
Vo ¢
v ¢ — ot
Vo ¢
_d o t_ t
vi) = S+ (v e '=ve+ (v Vp)e (27)
dv t
und y®)=a(t) = — = (Vo Ve)e (28)

No
o

YO Yo =  vdt=vet (v ve)e ¢ 1) (29)
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7 Arbeit und Energie

Die Losung der Di erentialgleichung bestatigt das Ergebnis unserer Uberlegungen. Fur gro e
Zeiten ( t > 1) nimmt die Kugel die Endgeschwindigkeit ve an. Die Beschleunigung y(t) erreicht
dann den Grenzwert Null.

7 Arbeit und Energie

7.1 Arbeit bei konstanter Kraft

In diesem Kapitel werden als neue Begri e Arbeit und Energie eingefuhrt. Dabei behandeln
wir zunachst einen einfachen Fall und betrachten einen Korper mit der Masse m, der von einer
konstanten Kraft in x-Richtung beschleunigt wird.

X

R O

X

Abb. 10: Masse, die von einer konstanten Kraft in x-Richtung gezogen wird.

Unter Arbeit versteht man bei einer konstanten Kraft das Produkt aus dem zuruckgelegten
Weg und der Kraftkomponente in Bewegungsrichtung.
Die Arbeit, die an dem Korper entlang der Strecke d verrichtet wird, ist somit gegeben durch

W =F, d=Fdcos :

Dies ist die Arbeit, die von F an dem Korper geleistet wird. Andere Krafte konnen zusatzliche
Arbeit verrichten. Keine Arbeit wird verrichtet, wenn der Korper ruht, oder falls die Kraft
senkrecht zur zuruckgelegten Strecke steht. Bei einer Kreisbewegung wird z.B. keine Arbeit
verrichtet, da die Kraft (Zentripetalkraft) immer senkrecht auf der Bewegungsrichtung steht.
Im allgemeinen konnen wir mit Hilfe des Skalarproduktes in Vektorform schreiben

W=F & ,bei F =const. (30)

Die physikalische De nition von Arbeit ist verschieden von der umgangssprachlichen Bedeu-
tung. So ist das Halten ein gro es Gewichtes physikalisch keine Arbeit, da der zuruckgelegte Weg
Null ist. Dennoch ist es fur den Korper anstrengend, da die Muskeln standige Zitterbewegungen
durchfuhren und dabei Arbeit verrichten. Unsere Muskeln sind fur statische Kraftanstrengun-
gen nicht gut optimiert.

Das Vorzeichen der Arbeit ist per Konvention nach Gleichung (30) festgelegt. Damit erhalt

man:
Positive Arbeit:  Arbeit wird an einem Korper verrichtet,

cos >0,
der Korper erhalt Energie.
Negative Arbeit: Der Korper verrichtet Arbeit,
F ist entgegengesetzt zu ¥, cos >0
der Korper gibt Energie ab.
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7.1 Arbeit bei konstanter Kraft

Die Ma einheit der Arbeit ist das Joule: 1Joule = 1J = INm = 1kgm?=s2.

Beispiel: Schlittenziehen mit konstanter Geschwindigkeit.

md

->
F, <

mg
Abb. 11: Krafte beiﬁ(Ziehen eines Schlitten mit der Kraft F.

Aus der Abbildung kann man die Krafte in x- und y-Richtung ablesen und in das 2. New-
tonsche Gesetz einsetzen.

mF = mg+N+Fgr+F
in x-Richtung: mx = F cos fxN =0
in y-Richtung: my = Fsin mg+N =0

Aus der zweiten Gleichung erhalt man: N =mg Fsin .
Einsetzen in die erste Gleichung ergibt:

F cos fumg + fFsin =0

und somit fur die Kraft:
fimg

- cos + fisin
Damit ist die Arbeit beim Schlittenziehen gegeben durch:

oS
cos =+ fisin

W =F, d=fimgd

Die vertikale Komponente F, verrichtet keine Arbeit, da sie senkrecht auf der Bewegungs-
richtung steht. Allerdings reduziert die vertikale Komponente die Normalkomponente und ver-
ringert daher die Reibung und somit die Arbeit beim Schlittenziehen.
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7.2 Arbeit bei variabler Kraft

7.2 Arbeit bei variabler Kraft

Wie besprochen ist fur eine konstante Kraft die Arbeit gegeben durch

W=F d

Bei einer variablen Kraft konnen wir die Strecke d in n gleichgro e Intervalle x aufteilen,
in denen die Kraft als konstant angesehen werden kann. Fur jedes Intervall i erhalten wir dann
die Arbeit W; = F; x. Die Gesamtarbeit, die man verrichten muss, um den Korper von X;
nach x, = x; + X zu bewegen, ist dann

i=1
oder im Grenzfall lim 4 erhalten wir mit der De nition des Integrals:

> Z %
W = lim Fi x= F dx: (31)
x 10 i X1

In Vektorschreibweise (analog zum Fall einer konstanten Kraft)
Z,,
W = F df: (32)
L7\
Dieses Integral nennt man Linien-Integral oder wegintegral. Damit ist gemeint, dass man uber
den Weg des Korpers von Punkt A zu Punkt B integriert.

Abb. 12: Berechnung der Arbeit entlang eines Weges.

An jedem Punkt der Bahn muss man d¥ und F (¥) kennen. dr zeigt in Richtung der Tangente
an die Bahnkurve und F gibt die Richtung und den Betrag der Kraft an jedem Punkt der
Bahnkurve an.

Beispiel 1: Erdbeschleunigung

Als erstes Beispiel betrachten wir die Erdbeschleunigung. Ein Korper mit der Masse m wird
von der konstanten Gewichtskraft G = m g beschleunigt. Wir wahlen die Koordinatenachsen
so, dass die positive y-Achse zum Erdmittelpunkt zeigt. Damit erhalten wir fur die Arbeit, die
die Gewichtskraft verrichtet:

W=G f=mgy: (33)
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7.2 Arbeit bei variabler Kraft

Beispiel 2: Feder

Wenn wir an einer Feder mit der Kraft Fy ziehen, so wird die Feder um die Strecke x verlangert.
Dabei tritt eine Federkraft F, in x-Richtung auf, die der Auslenkung entgegenwirkt. Bei kleinen
Auslenkungen gilt:

Fx = kx (Hooke’sches Gesetz) (34)

Dabei ist k die Federkonstante. Das Minuszeichen deutet an, dass die Auslenkung und die
Federkraft immer entgegengesetzte Richtung haben, wobei x ist die Auslenkung der Feder aus
der Ruhelage ist.

x > 0: Verlangern der Feder T <0

X < 0: Zusammendrucken der Feder ¥ F,>0
Wenn wir eine Feder um x verlangern und festhalten, mussen wir eine au ere Kraft F* anwenden,
die im Betrag gleich der Federkraft ist, aber eine entgegengesetzte Richtung hat.

FI(X) = Fx(X) = +kx

Fur die Arbeit, die von der au eren Kraft F’ bei einer Verlangerung von x; nach x, verrichtet
wird, erhalt man dann

Z % Z % 1 1
W = F(x)dx = k x dx = Ekxg §kx§
X1 X1
Fur Verschiebungen aus der Ruhelage (x; = 0) ergibt sich damit:
1
W = Zkx? (35)

2

Da x quadratisch eingeht, ist die Arbeit gleich bei Verlangern oder Zusammendrucken der Feder
um X.

Beispiel 3: Pendel

Abb. 13: Krafte bei der Pendelbewegung.

Mit Hilfe einer au eren Kraft F in x-Richtung wird das Pendel, bestehend aus einem
masselosen Faden der Lange | und einer Punktmasse m, um den Winkel aus der Ruhelage
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7.3 Kinetische Energie

ausgelenkt. Wir wahlen die Koordinaten so, dass s der Kreisbogen darstellt und u in Richtung
des Aufhangepunktes zeigt. Die Kraftkomponente in s-Richtung steht somit immer tangential
auf dem Kreis, den das Pendel beschreibt. Damit ergeben sich folgende Zusammenhange:
Vertikale Hohe: h=1 1lcos =1(1 cos ),

Kreisbogen: s=1 , ds=1d

Kraft in s-Richtung (tangential): Fs = F cos

Kraft in Richtung des Aufhangepunktes: Fy = F sin .

Wir stellen uns vor, dass das Pendel auf die Hohe h angehoben und dann losgelassen wird.
Aufgrund der Gravitationskraft fallt es zuruck zu s = 0( = 0). Wir wollen nun berechnen,
wieviel Arbeit die Gravitationskraft dabei verrichtet. Aus der De nition der Arbeit erhalten
wir fur das Wegintegral von s nach s =0, d.h. von nach =0:

YA £( =0) YA 0
W = G(r) dr = Gg ds
rC) s

Das Vektor-Integral lasst sich somit vereinfachen, indem wir uber den Kreisbogen s integrie-
ren unter Verwendung der Komponente Gg der Gravitationskraft, die in Richtung der Tangente
an den Kreisbogen zeigt. Aus der Abbildung erhalt man:

Gs = mgsin
Nach der Variablensubstitution (s = | ) ergibt sich dann
Z 0 YA 0
W = Ggds = mglsin d

S
W= mgl(l cos )= mgh

Es ist interessant zu sehen, dass wir fur die Arbeit den gleichen Ausdruck erhalten, wie
beim freien Fall 33, bei Verwendung von y = h. Dies ist eine besondere Eigenschaft der
Gravitationskraft (konservative Kraft), die wir in Kurze genauer untersuchen werden.

NB: Herleitung der Pendelgleichung:
Mit dem 2. Newtonschen Gesetz konnen wir die Bewegungsgleichung in s-Richtung herleiten.

ms = mgsin

Einsetzen von s = | liefert g
+ 1 sin =0: (36)
Dies ist die beruhmte Pendelgleichung. Sie beschreibt die Schwingungsbewegung eines Pen-

dels. Wir werden uns mit dieser Gleichung in einem spateren Kapitel beschaftigen.

7.3 Kinetische Energie

Arbeit hangt sehr eng mit dem Begri der Energie zusammen. Dies wird schon dadurch deut-
lich, dass beide dieselbe physikalische Einheit haben, das Joule. Somit wollen wir naher un-
tersuchen, wie sich die Bewegungsenergie (kinetische Energie) eines Korpers andert, an dem
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7.4 Leistung

Arbeit verrichtet wird. Dazu untersuchen wir den Fall, dass die resultierende Kraft von null
verschieden ist und der Korper beschleunigt wird. Wir betrachten eine konstante Kraft, die
einen Korper mit konstanter Beschleunigung bewegt. Dann ist mit (5), (6) a= (v vp)=t und
X = Xg + 1=2(vo + V)t. Wir wahlen X, = 0 bei t = 0. Dann erhalten wir fur die Arbeit

1
W = Fx= max = mv Voi(v0+v)t
1 1
W = Emv2 Emvg (37)
Kinetische Energie: |K = %mv2 : (38)

Die Arbeit, die an einem Teilchen durch die resultierende Kraft verrichtet wird, ist gleich der
Anderung seiner kinetischen Energie.
Die Herleitung gilt nur fur den Fall einer konstanten Kraft. Die Beziehung gilt aber allgemein
(z.B. variable Kraft in x-Richtung), wie die folgende Herleitung zeigt:
z VAN
W= F de=  Fdx
Xo

Einsetzen des 2. Newtonschen Gesetzes unter Benutzung der Kettenregel liefert:

dv._dvdx _dv _ dv

mit F =ma und 2= T it - = Vax

folgt Z, Z, i Z,
W = Fdx = mv—dx = myv dv ;
Xo Xo dX Vo
1 1
W = zmv2 zmvg , (39)

ahnlich kann man zeigen, dass dieses Arbeit - Energie Theorem auch bei Kurvenlinien gilt.
Dieses Theorem folgt aus den Newtonschen Gesetzen und ist somit kein \neues" Gesetz. Wenn
die Geschwindigkeit konstant bleibt, ergibt sich keine Anderung in der kinetischen Energie, und
die Arbeit ist null. Falls sich das Teilchen auf der Kreisbahn mit konstanter Geschwindigkeit
bewegt, wird keine Arbeit verrichtet. Die Zentripetalkraft wirkt nach innen, steht somit immer
senkrecht auf der Bewegungsrichtung.

7.4 Leistung

Die Leistung ist de niert als die Arbeit, die pro Zeit aufgewandt wird.

) Arbeit ) dw
Leistung = — momentane Leistung P = —
Zeit dt
Als mittlere Leistung bezeichnet man:
Z
w 17t
P=—== P(t) dt
t ot
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7.5 Energieerhaltung

Bewegt man einen Massepunkt m unter dem Aufwand einer Kraft F (t) mit der Geschwin-
digkeit v(t), so ist die Leistung:
P =F() v(t)

Beweis:
Die verrichtete Arbeit zwischen ty und t ist:

W(to;t) = W(r(to); #(1))
= " F (t) dr(t)
F(to)

t
T a
o g
Z t

= F (t) v(t) dt
t
Z5
= P(t) dt
to
Somit ist die momentane Leistung zur Zeit t: P (t) = F(t) v(t).

o . . Joule kg m?
Die Einheit der Leistung ist Watt = = gs3 :

Eine altere Einheit ist die Pferdestarke: 1 PS = 764 Watt = 0.764 kW.

7.5 Energieerhaltung

Bisher haben wir gefunden, dass die Arbeit, die von der resultierenden Kraft an einem Teilchen
verrichtet wird, gleich der Anderung der kinetischen Energie ist. Die resultierende Kraft ist die
Vektorsumme aller am Teilchen angreifenden Krafte. Somit konnen wir auch schreiben:

Wi +Wo+:0:W= K

dabei sind die W;’s die Arbeiten, die von den einzelnen Kraften verrichtet werden. Sie fuhren zu
verschiedenen Arten von Energieformen, z.B. kinetische Energie, potentielle Energie, Warme,
elektrische Energie, usw. Nach der Relativitatstheorie ist sogar die Masse selbst eine Form von
Energie (E = m ¢?). In Kernprozessen kann man Masse in kinetische Energie umwandeln.
Vielfaltige Experimente in der Physik, Chemie, Biologie zeigen, dass die Summe der Energie
in der Natur konstant ist. Energie ist somit eine wichtige Erhaltungsgro e in allen Prozesse,
die in der Natur vorkommen. Den Zusammenhang zwischen, Arbeit, Kraften und Energie wol-
len wir nun genauer untersuchen. Dazu betrachten wir eine besondere Art von Kraften, die
konservativen Krafte.

7.6 Konservative Krafte

Wir konnen konservative und nicht-konservative Krafte unterscheiden.
Konservative Krafte: Federkraft, Gravitation etc.

Nichtkonservative Krafte: Reibung
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7.6 Konservative Krafte

Der o ensichtliche Unterschied zwischen beiden Arten von Kraften ist, dass durch Reibung
eine Verlangsamung (Abbremsung) der Bewegung erfolgt, d.h. die kinestische Energie wird
verringert. Wenn wir z.B. einen Ball ohne Luftreibung hochwerfen, so kommt er in einer gewissen
Hohe zum Stillstand und fallt zuruck. Wenn wir ihn wieder fangen, hat er die gleiche kinetische
Energie (Geschwindigkeit) wie beim Abwurf. Die kinetische Energie (= Fahigkeit eines Korpers
aufgrund seiner Bewegung Arbeit zu verrichten) bleibt bei diesem geschlossenen Weg erhalten.
ahnliches gilt bei der Feder. Ein System mit einer Feder und einer Masse schwingt hin und her.
Die Masse hat bei einer bestimmten Auslenkung der Feder immer dieselbe Geschwindigkeit, d.h.
mit (39) ist die verrichtete Arbeit bei einem geschlossenen Weg null. Falls aber Reibungskrafte
auftreten, wird die Geschwindigkeit nach jedem Rundkurs geringer, d.h. die Arbeit ist ungleich
null.

Def.1: Die Arbeit einer konservativen Kraft langs eines beliebigen geschlossenen Weges ist null.

|

F dr =0 fur konservative Krafte (40)

(A) 1 (B)

a 2 a

Abb. 14: Bei konservativen Kraften ist die Arbeit unabhangig vom Weg.

Diese De ntion benutzen wir nun und berechnen die Arbeit in Diagramm (A) fur den Weg
von (a) nach (b) uber Weg 1 und von (b) nach (a) uber Weg 2. Im nachsten Schritt betrachten
wir die gleichen Wege, allerdings soll nun Weg 2 in umgekehrter Richtung (von a nach b)
durchlaufen werden.

Mit (40) muss gelten:

Weg B: Wapo = Whap
und somit Wap:2 = Wan1

Damit erhalten wir eine neue De nition einer konservativen Kraft:
Def. 2: Eine Kraft ist konservativ, wenn die Arbeit unabhangig vom Weg ist und nur von den
Endpunkten der Bahn abhangt.

Beispiel: Gravitation

Die Arbeit, die man benotigt, um einen Stein von Punkt a zu Punkt b zu heben, ist unabhangig
vom Weg. Sie ist W = mgh, wobei h die Hohendi erenz zwischen Punkt b und Punkt a ist.
Dieses Ergebnis hatten wir bereits bei der Behandlung des Pendels gefunden. Falls Reibung
vorliegt, hangt die Arbeit vom Weg ab.
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7.7 Potentielle Energie

Beispiel: homogenes Kraftfeld

Ein homogenes Kraftfeld F(¥) = (Fx; Fy;F;) mit Fy; Fy;F,) = const. ist eine konservative
Kraft, da

ZB ZXB ZYB ZZB ZXA ZyA ZZA
W = Fdr = Fx dx+ Fy dy+ F,dz = Fx dx Fy dy F, dz
A XA ya a XB YB B
|
I F dr=0

Damit ist gezeigt, dass ein homogene Kraft eine konservative Kraft ist.

Beispiel: Zentralkraftfeld

Ein Zentralkraftfeld ist gegeben durch F(¥) = f(j&j)¥. Sein Betrag ist nur von j¥j abhangig. In
Kugelkoordinaten gilt:

F(f) = (F;F =0;F- =0)

Da die Kraft nur vom Betrag des Ortsvektors abhangt, ergibt nur die r-Koordinate eine Beitrag.
Somit erhalten wir:
Z g Z . Z., |
Fdr = Fr dr = Frdr @ F dfFr=0

A ra s

7.7 Potentielle Energie

Bei einer konservativen Kraft hangt die Arbeit nur von den Endpunkten ab. Wir haben fur den
Weg von a nach b 7
b

W = F de= (U() U(a) (41)
a

Die Gro e U(¥) nennen wir potentielle Energie.
Die potentielle Energie, die zu einer konservativen Kraft gehort, ist eine Ortsfunktion. Die
Di erenz zwischen ihren Werten am Anfangs- und am Endpunkt ist gleich der Arbeit, die von
der Kraft verrichtet wird.
Nur Di erenzen der potentiellen Energie sind somit de niert. U (¥) selbst ist bis auf eine additive
Konstante bestimmt. Das bedeutet, dass wir den Nullpunkt der potentiellen Energie beliebig
festlegen konnen.
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7.7 Potentielle Energie

Beispiel: Ein Stein fallt eine Strecke h hinunter von Punkt a zu Punkt b.

Punkt b sei in der Hohe y, und Punkt a bei y, oberhalb der Erdober ache.

Wir wahlen als Nullpunkt der potentiellen Energie die Erdober ache.

U(y)

U (b)

U(a)

W

mit W

erhalt man: K(a) + mgy,

also K+U
mit W

konnen wir setzen ZF dr
b
denn du

a

Au erdem gilt F dr

somit du

mgy
= mgyp
= MQYya
= U@ U()=mg(ya Yyo)=mgh

= K®b) K(@)=mgya mgys
= K(b) + mgy,
= Emv2+U(y): const.

Z,

- F de=U() U(b)
= adU(1C)

= U() U(a):

= Fsds langs der Bahn,

= F¢ds und Fs= dlég)i

(42)

Falls wir U(¥) kennen, konnen wir also die tangentiale Komponente der Kraft Fs berechnen.

Die x, y und z Komponenten der Kraft lassen sich analog uber Ableitungen bestimmen.

_ U _ _ @U@ _ _ @U®)
e A VA
Allgemein:
_ @u(n) euU(r)_ ~ @U(r)
I':(1:) - @X €x @y vy @Z €;
F(¥) = grad U(r) = FU(F)
: _ 0 @ @
mit Nabla-Operator ¥ = @—Xex+@ey+@—zeZ
Beispiel 1: Feder
ZX ZX 1
FX) = kxUX) = Fdx = kxdx:+§kx2
0 0
_ U _
F(x) = ax kx

Beispiel 2: Ein zwei-atomiges Molekul habe eine potentielle Energie der Form:
U(X) =a=x¥ b=x5 wobei x der Abstand der beiden Atome ist,
a und b sind Konstanten.

(43)
(44)
(45)

a) Kraft:
_du(x) _12a ©6b
FOO= 5% =x@ ¥
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8 Impuls

8

b)

0

: : _ (b) : :
Abb. 15: Die potentiellen Energie als Funktion des Abstandes zweier Atome im Molekul.

Minimum der potentiellen Energie:
du(x) r2
X a
™ =0 FX) =01 xXpin="° -

Somit werden die Atome fur X < X Von einander abgesto en und fur X > Xmpin
angezogen. Wir erhalten als Gleichgewichtslage X = Xmin-

Bindungsenergie
Um das Molekul aufzubrechen, mussen die Atome soviel kinetische Energie K erhalten,
dass sie die Potentialmulde verlassen konnen, d.h. x ¥ 1.

K>UXDY 1) UXmin)

In unserem Fall ist U(Xpjn) = b?*=4a und U(x ¥ 1) = 0. Somit wird das Molekul
zerstort, falls K > b?=4a ist. Diese kinetische Energie kann den Atomen durch Erhitzen
zugefugt werden (z.B. beim Kochen).

Impuls

8.1 Schwerpunkt

Bisher haben wir nur die Bewegung punktformiger Teilchen betrachtet. Normalerweise mussen
wir aber die Bewegung von ausgedehnten Korpern untersuchen. Wenn wir z.B. einen Stift
werfen, so bewegt sich ein Punkt, der Schwerpunkt so, als sei die gesamte Masse des Korpers
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8.1 Schwerpunkt

dort vereinigt.
Wir betrachten zunachst ein System von zwei Massen. Der Schwerpunkt ist dann de niert als

miX; + MyX; M1X; + MyX;

X = = 46
cm . + m, M (46)
Gesamtmasse M = m;+m,
MXecm = miXg + myX;

Bei n Teilchen auf der x-Achse

MyX; + MyXy + 100+ MpX Y miX;
Xem = 1A1 22”. I’In:PnII (47)
mi+mp+:..+my i M
X X
somit miXem = MXcm = m;X;
i i
Nun betrachten wir 3 Massen, die in einer Ebene liegen.
y
y2 T L
y3 T L
YT e
| | |
| | |
Xq Xo X3 X
M1X; + M2X; + M3X3
Xem =
mi+my +Mmg
_ Miy; +myy, + Msys
yem =
mi+my +mg
allgemein X = i _ 1 me
g cm o m; M iR
yem = Vi L 7 miyi
m; M iYi
Im 3-dimensionalen Fall auch
1 X
y4 = — m; z;
cm M ifi
Vektoriell: £ = X, +Viey + Zi€,
fcm = Xcmex +Yeme€y + Zecme;
F = — m;f; 48
cm M iTi ( )
Falls der Koordinatenursprung identisch mit dem Schwerpunkt ist, so gilt
X
fcm =0 ¥ mifi =0
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8.1 Schwerpunkt

Beispiel:  homogene Kugel: Falls das Zentrum der Kugel (= Schwerpunkt) auch
Koordinatenursprung ist, so gibt es zu jedem m;#; ein m;( *;), sodass m;x; = 0.
Der Schwerpunkt eines Systems von Teilchen hangt nur von den Massen der Teilchen und
ihren relativen Positionen ab.
Einen ausgedehnten Korper kann man sich als zusammengesetzt von Atomen denken. Dann
mussten wir die Summe uber alle Atome und ihre relative Position laufen lassen. Wir konnen
den Korper aber auch als kontinuierliche Massenverteilung au assen. Dazu betrachten wir
kleine Massenelemente m; mit den Koordinaten X;, Vi, zj:

P R Z
xem = lim P Mo gxdm _ L
cm mii0 __m; ~ dm M
" m;y R ydm 1 z
= i P iYi R - = d
yem nlmo m; R dm M 7 y am
m;z zdm 1
— I P 11 R - = d
zem nlmo m; dm M zam
Vektoriell: 1 z 1 z
Fom = o1 1°dm—M VF (r) dV (49)
Fur einen Korper mit konstanter Massendichte ( (¥) = const:) lasst sich die Gleichung
vereinfachen zu 1 z
Fom = v £ dV fur (¥) = const: (50)
\%

Zur Berechnung des Schwerpunktes und des Volumens eines Korpers kann man je nach der
geometrischen Form karthesische Koordinaten oder Zylinder- , bzw. Kugelkoordinaten verwen-
den. Die Volumenelemente dV sind dann gegeben durch (s. math. Formelsammlung):

dv = dxdydz Karthesische Koordinaten
dv = r?drsin d d Kugelkoordinaten
dv. = d d dz Zylinderkoordinaten

Bei der Berechnung des Volumens, bzw. des Schwerpunktes muss man somit uber alle 3 Koor-
dinaten einzeln integrieren. Diese multidimensionalen Integrale sind in der Regel kompliziert,
da die Integrationsgrenzen meistens von den anderen Koordinaten abhangen.

Beispiel: Keil mit der Kantenlange a.

Wir betrachten einen Keil, der in x-, y-, und z-Richtung die Lange a hat. Der Keil liegt mit
seinem rechten Winkel entlang der y-Achse (von y=0 bis y=a).Die 45 Grad Schrage liegt in der
x-z Ebene. Damit ergeben sich folgende Integrationsgrenzen:

Integrationsgrenzen fur x: 0< x <a z
Integrationsgrenzen fury: 0<y <a

Integrationsgrenzen furz: 0< z <a
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8.2 Bewegung des Schwerpunktes

Das Volumen berechnet sich zu:
Z a Z a Z a z Z a Z a Z

a
V = dz dy dx = dz(a z) dy= dz(a z)a= 1a
0 0 0 0 0 0 2

3

Fur die Koordinaten des Schwerpunktes ergeben sich somit:

1 Z a Z a Z a z 1 Z a a
Xem = — dz dy xdx==— —(a 2z)>=a3
\ ZO ZO 0 7 \ 0 2
1 a a a z a
Yem = = dz dyy dx = -
V2 °z. 2° 27
1 a a a z 1 a
Zem = — dzz dy dx=— dza(a 2z)z=a=3
% 0 0 0 \% 0

Insgesamt erhalt man somit fur den Ortsvektor des Schwerpunktes:

111

3353

fom = a(

8.2 Bewegung des Schwerpunktes

Wir betrachten einen Korper mit den Massen my ::: my,. Damit

M¥cm = meF + Mok + 100+ mpk,
di erenzieren: Mvcm = My + MoV, + 000+ Mpv, (51)
. . dv
di erenzieren: M % = Magm = ma; +mya, +:::+mpya, (52)
Mit dem 2. Newtonschen Gesetz ist F; = m;g; (53)
Macm = Fi+F,+F;+::F, (54)

Nach dem 3. Newtonschen Gesetz sind die internen Krafte zwischen den Massen i und j gleich
und entgegengesetzt. Somit heben sich alle inneren Krafte auf. Die Vektorsumme aller Krafte
Fi, +F, +:::+ F, ist somit gleich der au eren (externen) Kraft. Wir erhalten also

Macm = Fext (55)

Der Schwerpunkt eines Korpers bewegt sich so, als ob die Gesamtmasse dort vorliegt und alle
au eren Krafte dort angreifen.

Wir haben fur die Herleitung nicht verwendet, aus welchen Materialien der Korper besteht. Es
kann ein fester Korper sein, eine Flussigkeit oder ein Behalter mit Gas.

8.3 Impuls

De nition: Der Impuls eines Teilchens der Masse m ist de niert durch

p=mv: (56)
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8.4 Impuls eines ausgedehnten Korpers

Mit der zeitlichen Ableitung: % = mz—\: = ma konnen wir das 2. Newtonsche Gesetz
dp
dt
Dies ist die ursprungliche Formulierung von Newton. Es zeigt sich, dass diese Formulierung

auch im Rahmen der Relativitatstheorie noch richtig ist, wahrend unsere fruhere Formulierung
F = ma nur in der klassischen Physik gilt.

auch folgenderma en ausdrucken: F (57)

_dp _ d _dm dv

P ow T a ™) T e M 9
dv
F = ma = m—=
dt

Beide Formulierungen sind dann aquivalent, wenn die Masse konstant ist. In der Relati-
vitatstheorie ist die Masse nicht konstant. Sie ist eine Funktion der Geschwindigkeit und somit

eine Funktion der Zeit.
Mg

1 (v=c)? ;

dabei ist v die Geschwindigkeit des Teilchens, my die Ruhemasse (bei v = 0) und c die Licht-
geschwindigkeit.

(59)

8.4 Impuls eines ausgedehnten Korpers

Wir behandeln einen ausgedehnten Korper wieder als System von n Teilchen. Fur die Bewegung
des Schwerpunktes hatten wir bereits folgende Beziehung erhalten (51)

Mvycm = My + Moy, + 00+ MV

Dies bedeutet nichts anderes als

P = pi+p+iii+pn;
wobei p;i = mv; ist.
P = Mvycm ist der Gesamtimpuls des Korpers.

Der Gesamtimpuls eines Systems von Teilchen ist gleich dem Produkt der Gesamtmasse und
der Geschwindigkeit des Schwerpunktes.
Und das 2. Newtonsche Gesetz lautet daher

dP

Fext = 4 (60)

8.5 Impulserhaltung

Falls keine au ere Kraft auf einen Korper wirkt (Fgyxt = 0), so folgt

(:j—r::O oder P = const. (61)
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8.6 Systeme mit variabler Masse

Dies ist das Prinzip der Impulserhaltung. Ebenso wie die Energieerhaltung spielt die Impuls-
erhaltung eine wichtige Rolle bei der Untersuchung physikalischer Prozesse. Spater werden wir
noch weitere Gro en kennenlernen, die erhalten sind. Beobachter in verschiedenen Inertialsys-
temen stellen fest, dass der Gesamtimpuls P erhalten bleibt (wenn Feyt = 0), obwohl die Werte

fur P von Beobachter zu Beobachter verschieden sein konnen.

Beispiel fur Impulserhaltung: Silvesterrakete

Eine Rakete iegt auf einer parabolischen Bahn und explodiert im Flug. Die Explosion erzeugt
\interne" Krafte. Diese andern den Impuls von einzelnen Fragmenten. Aber dadurch treten
keine weiteren au eren Krafte auf. Die einzige au ere Kraft ist die Gravitationskraft, die auf
alle Fragmente wirkt. Somit bewegt sich das System so, als sei die Gesamtmasse im Schwerpunkt
vorhanden. Die Schwerpunktsbewegung bleibt gleich, ob die Rakete explodiert oder nicht.

8.6 Systeme mit variabler Masse

Wir betrachten nun Systeme mit veranderlicher Masse, z.B. eine Rakete, die Treibsto ver-
brennt, der mit hoher Geschwindigkeit herausgeschleudert wird. Aufgrund der Impulserhaltung
wird dann die Rakete in die entgegengesetzte Richtung beschleunigt. Dabei verandert sich aller-
dings die Masse der Rakete standig. Wir wollen die Bewegungsgleichung eines solchen Systems
berechnen (mit einer au eren Kraft Foyt, z.B. Gravitation). Zum Zeitpunkt t; habe die Rakete
die Masse M; und die Schwerpunktsgeschwindigkeit v.

v b g LSt
M, M-M, M,
— - —
Y u V+AV
X X

Nun wird Gas mit der Geschwindigkeit & herausgeschleudert. Zum Zeitpunkt t+ t hat die
Rakete die Masse M, und ihr Schwerpunkt bewegt sich mit der Geschwindigkeit v+ v. Das Gas
hat die Masse M; M, und der Schwerpunkt des Gases bewegt sich mit der Geschwindigkeit
.

P P _P, P

Fext = dat o t
_ Myv+ v)+(M1 M)y Myv
B t
= V_M + |\/|2_V H_M
t t t

M, ist die verbleibende Masse der Rakete. Wir setzen M = M, und bilden den Grenzwert
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8.6 Systeme mit variabler Masse

lim tyo-
dv dM dM
Foa = Mgr*¥5 ®q
. d dM
andere Formulierung: Fext = &(Mv) UH

Diese Di erentialgleichung entspricht dem 2. Newtonschengesetz, das nun einen Term enthalt,
der berucksichtigt, dass der Korper Masse mit der ¢ aussendet. aussenden.

oder dy dM

a - (t1 V)E + l:ext
Yol =t ¥ ist die Relativgeschwindigkeit zwischen Rakete und ausstromendem Gas. Mit guter
Naherung bleibt v (die Aussto geschwindigkeit des Gases) wahrend des Fluges konstant. Sie
wird im wesentlichen von der Temperatur des Dusentriebwerkes bestimmit.
(@ wv)dM=dt wird auch Schub genannt. Hoher Schub bedeutet gro e Aussto geschwindigkeit
und gro er Treibsto verbrauch.

Die Di enetialgleichung fur die Raketenbewegung lasst sich somit schreiben als

dv dM
M a VreIE =M¥ VM = Fext (62)

Formale Herleitung:

Dieselbe Gleichung lasst sich auch formal aus dem 2. Newtonschen Gesetz herleiten. Dazu
beachten wir, dass sich der Gesamtimpuls des Systems aus dem Impuls der Rakete Pr = Mv
und dem Impuls des Gasvolumens au erhalb der Rakete Pg = Mg¥g zusammensetzt. Ableitung
nach der Zeit unter Verwendung der Produktregel liefert mit dem 2. Newtonschen Gesetz

Fext = PR + PG = Mv+ Mwv + MGVG + MGVG

Die Massenabnahme der Rakete ist gleich der Massenzunahme des Gases, d.h. M = Mg.
Das Gas au erhalb der Rakete wird nicht beschleunigt, sondern bewegt sich mit konstanter
Geschwindigkeit, d.h. ¥ = 0. Einsetzen in die Gleichung liefert mit v, =vg V.

My v oM = Fext

Dies ist identisch zu Gl. 62.

Beispiel: Was ist die Endgeschwindigkeit einer Rakete, wenn der gesamte Treibsto verbraucht
ist?

Zur Berechnung muss die Di erentialgleichung gelost werden. Es sei My die Anfangsmasse
(mit Treibsto ) und M die Endmasse ohne Treibsto (Nutzlast). Wir beschranken uns auf den
Fall, dass keine au ere Kraft auf die Rakete wirkt ( Fext = 0). Dies ist eine gute Naherung fur
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9 Sto e

eine Rakete im Weltraum, die weit entfernt von Planenten oder der Sonne ist.

ov dM
Ma = Vrelﬁ
v = w dM
- rel n o
Zvdv = ¥ f/lM dM
= | hakhl
v re Mo M
¥ ¥y = ¥eln M
0o — rel M—O
M
v(M) = ¥ Vel |nm0 (63)

Dies ist die Raketengleichung. Somit hangt die Geschwindigkeit der Rakete nur von v, und
Mo=M ab. Bei einer Anfangsgeschwindigkeit ¥, = 0 erhalt man fur die Masse M, unter Ver-
wendung der Betrage fur die Geschwindigkeiten:

Vv

— = |nM0:M
Vel

: Vv
somit M = Mg exp( V—):

rel

9 Sto e

Sto e von Atomen, Molekulen und Elementarteilchen spielen in der Physik eine gro e Rolle bei
der Untersuchung des Aufbaus der Materie. Andere Beispiele von Sto en ndet man im Sport,
z.B. Billard, Tennis, Baseball. Der Kontakt zwischen Tennisschlager und Ball dauert dabei nur
einen Bruchteil einer Sekunde. Dabei wirkt eine Kraft auf den Ball, der Ball wird beschleunigt
und iegt fort.

9.1 Kraftsto

)
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9.2 Sto e in einer Dimension

Das Diagramm zeigt die Kraft, die als Funktion der Zeit auf den Ball einwirkt.

Mit F = d_p erhalten wir
dt
dp = Edt undznach Integration von t; bis t,
P2 t
P2 P = dp = F(t)dt (64)
Zpl &1
t2
DieGroe T = F (t)dt nennen wir den Kraftsto . (65)

t1

Die Impulsanderung eines Teilchens ist gleich dem Kraftsto .
Dies ist ahnlich zu (39): 7

*2
K2 K]_ = F(F) dr
1
Die Anderung der kinetischen Energie eines Teilchens ist gleich der Arbeit, die an dem Teilchen
geleistet wird.

9.2 Sto e in einer Dimension

Meistens ist man nicht am zeitlichen Verlauf des Sto es interessiert, sondern will nur wissen, wie
sich die Teilchen vor und nach dem Sto bewegen. Wir betrachten den Sto von zwei Kugeln
mit den Massen m; und m, ohne au ere Krafte.

= 5 ®

P, B,

Wir konnen dies als isoliertes System von 2 Massen betrachten. Mit den bisherigen Ergeb-
nissen haben wir dann

P=ps+p, und ?j—r::Fextzo; da
keine au eren Krafte wirken sollen. Die Krafte, die beim Sto auftreten, sind innere Krafte,
die den Gesamtimpuls des Systems nicht verandern. Der Gesamtimpuls bleibt also beim Sto
erhalten. Auch wenn au ere Krafte auf beide Massen einwirken sollten, so sind dennoch meistens
die inneren Krafte wahrend des Sto es sehr viel gro er als die au eren Krafte.
Somit gilt:
Wir konnen das Prinzip der Impulserhaltung bei Sto en anwenden, wenn die Dauer des Sto es
genugend klein ist.
Mit genugend Kklein ist gemeint, dass

p(extern) _ Eext t
p(Sto ) F (t)dt

< 1; wobei tdie Dauer des Sto es ist. (66)
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9.3 Elastischer Sto

Anschaulich muss die Flache Fext  t sehr viel kleiner sein als die Flache unter der Kurve F (t).
Somit wissen wir, dass bei Sto en zwei Erhaltungssatze gelten.

1) Impulserhaltung

2) Erhaltung der Gesamtenergie

Man unterscheidet zwei Arten von Sto en:

1) Elastischer Sto : Wenn die kinetische Energie erhalten bleibt.
Streng genommen gibt es elastische Sto e nur bei Elementarteilchensto en oder Atom-
sto en. Aber der Sto zweier Stahlkugeln ist in guter Naherung elastisch.

2) Unelastischer Sto : Die kinetische Energie bleibt nicht erhalten.
Beispiele sind Zusammensto e von Autos. Ein Teil der kinetischen Energie wird aufge-
wandt, um die Autos zu verformen. Unelastische Sto e bei Elementarteilchen und Atomen
treten auf, wenn beim Sto andere Teilchen erzeugt werden oder Atome angeregt werden.
Total unelastische Sto e treten auf, wenn die beiden Korper nach der Kollision zusam-
menkleben und sich mit derselben Geschwindigkeit bewegen.

9.3 Elastischer Sto

Anfangszustand Endzustand
(m)y— (m)> (> (v

> > - ->

Via Voa Vie Voe

Wir betrachten einen elastischen Sto zweier Massen m; und m, in x-Richtung. Die angege-
benen Geschwindigkeiten v, und v, sind somit die x-Komponenten der Geschwindigkeitsvekto-
ren. Der Index A bezeichnet den Anfangszustand (vor dem Sto ) und E den Endzustand (nach
dem Sto ).

Impulserhaltung: myvia + MyVoa = MyVie + MyVoe (67)
Erhaltung der kinetischen Energie:
1 1 1 1
émlva + Emzng = imlva + Em2v§E (68)
aus (67): my(via Vi) = Ma(Vae  Voa) (69)
aus (68): my(viy Vi) = mu(Vie  V3,)
L Mmi(Via  Vig)(Via +Vig) = Ma(Vee  Vaa)(Voe + Vaa) (70)
Division von (70) und (69) ergibt:
Via T Vi = Vo +Vop
oder: Via Voo = V2E Vi (71)

Die Relativgeschwindigkeiten fur die Annaherung vor und fur die Separation nach dem Sto
bleiben bei elastischen Kollisionen gleich.
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9.4 Unelastischer Sto

Zur Berechnung von v und v, benutzen wir (71) und setzen die Formeln fur vig und vog in
die Impulsgleichung (67) ein. Dann erhalten wir:

m; mp 2ms
\Y = (———)via+ ——V 12
1E (ml + m2) 1A m; +m, 2A ( )
2m; m, m;
\Y = (———)via + ——Vv 73
2E (m]_ + m2) 1A m; +m, 2A ( )

Besondere Falle:

l) m; = my 1 Vie = Voa und Vo = ViA.
Zwei Teilchen gleicher Masse tre en aufeinander. Beide tauschen ihre Geschwindigkeiten
(kinetische Energie) aus.

— — Mg m — _2m
2) Vopa = 0 ¥ Vi = mi_._mzle und Vo = m1+r1T12V1A'

a) Vop =0 und m=my; ¥ vig =0 und Vo = Via.
Teilchen 1 tri t auf ein gleich schweres ruhendes Teilchen (2). Nach dem Sto st
Teilchen 1 in Ruhe und Teilchen 2 bewegt sich mit der Geschwindigkeit via.

b) Vop =0 und my m; ¥ vie = via und VoE 0.
Ein leichtes Teilchen (1) tri t auf ein schweres ruhendes Teilchen (2). Das leichte
Teilchen wird re ektiert (die kinetische Energie des Teilchens 1 bleibt erhalten),
und das massive Teilchen bleibt in Ruhe. In diesem Fall ist der Impulsubertrag auf
das schwere Teilchen 2p;4 (aufgrund der Richtungsumkehr). Eine geringe kinetische
Energie wird auf das massive Teilchen ubertragen (da v, 0).

C) Voa =0 und ms my: ¥ vig =Vip und Vog = 2Via
Ein massives Teilchen (1) tri t auf ein ruhendes leichtes Teilchen (2). Nach dem Sto
behalt das massive Teilchen die ursprungliche Geschwindigkeit bei und das leichte
Teilchen bewegt sich doppelt so schnell.

9.4 Unelastischer Sto

Ein Teil der kinetischen Energie wird in andere Energieformen umgewandelt, z.B. Warme,
Verformung von Korpern etc.
Beispiel: Autozusammensto - die Knautschzone sorgt dafur, dass das Auto
langsamer abgebremst wird. Dadurch ist die Beschleunigung (und Kraft) geringer.
Ein Teil der kinetischen Energie wird umgewandelt.

|mpU|S: myVia + MaVoa = MV + MoVoe (74)
. 1 1 1 1
Energie: Emlva + §m2v§A = Emlva + imZVSE +Q (75)
mit Q>0
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9.5 Ballistisches Pendel

Fur den speziellen Fall des total unelastischen Sto es (plastischer Sto ) gilt zusatzlich
Vie = Voe. Aus der Impulserhaltung folgt somit:

Mi¥ia + Ma¥oa = (Mg + My)ve
MiV¥1a + MoVoa
Vg = 76
- e (76)
) o . omviy my
damit erhalt man fur v,o =0: = 77
oA Q = AT @)
2
speziell fur: my =m,: Q = % (78)
9.5 Ballistisches Pendel
a
I
m, S
o—> m,
v/ V, =0 — N
1A 2A

Beim Ballistischen Pendel schie t man mit einem Gewehr eine Kugel der Masse m; auf
einen Holzblock der Masse m,, der an einer langen Schnur aufgehangt ist. Daraufhin wird
der Holzblock um eine Winkel ausgelenkt. Durch Messung der Auslenkung s kann man die
Geschwindigkeit der Kugel bestimmen.

h=*1 cos ); Vvoa=0; s="*sin
MiVia (my + my)ve
v ml+mzv
1A m; E
1
K U T >(my+my)vE = (my + my)gh
p— ’p
VE 2gh =" 29°(1 cos )
mit 1 cos 2sin? —
2 r
Vs 2= Paosin. Parign = &
VE 4g°sin© =2= ¢ ZsmE gsin = =s
. r_
somit via M+ M2 gs: (79)
my

Zahlenbeispiel: Beim Versuch in der Vorlesung haben wir folgende Zahlenwerte verwendet:
m; =0;59g,m,=900g, “*=3;18 m, s =6 cm.

G. Herten
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9.6 Sto e in zwei und drei Dimensionen

Damit erhalt man fur die Geschwindigkeit der Kugel viao = 190 m/s. Einsetzen dieser Werte in
(77) ergibt
Q - M _ g0
Kia mp+my

wobei Kip = %mlva die kinetische Energie der Kugel ist. Somit wird fast 100 % der kinetischen
Energie in andere Energieformen wie Warme oder potentielle Energie (Verformung des Holzes)
umgewandelt.

9.6 Sto e in zwel und drei Dimensionen

Wir betrachten nun nicht-zentrale Sto e, wie man sie hau g beim Billardspiel anwendet.

Ein Teilchen mit der Masse m; tri t auf ein ruhendes Teilchen der Masse m,. Der Sto pa-
rameter b gibt die Abweichung von einem zentralen Sto (b = 0) an. Nach dem elastischen Sto
bewegt sich Teilchen 1 unter ; und Teilchen 2 unter , fort. Zur Berechnung dieses Sto prozes-
ses verwenden wir die Impulserhaltung in x- und y-Richtung und die Erhaltung der kinetischen
Energie.

Impuls X:  mM;Via = MyViE COS 1 + MyVoe COS 5 (80)
Impuls y: 0 = muviesin { +MyVoe Sin 5 (81)

) . 1 1 1
kin. Energie: §mlva = Emlva + §m2V§E (82)

Wir haben vier Unbekannte (vig, Voe, 1, 2) aber nur drei Gleichungen. Somit wird der Sto
durch Impuls- und Energieerhaltung alleine nicht eindeutig festgelegt. Die auftretenden Win-
kel ; und , hangen vom Sto parameter b ab. Je nach Wahl von b erhalt man verschiedene
Sto winkel. Die Gleichungen (80 - 82) erlauben die Berechnung der Gro en (Vig, Vog, 1, 2)
dann, wenn eine Gro e z.B. ; durch Messung bestimmt wurde.
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10 Intermezzo: Teilchenphysik

10 Intermezzo: Teilchenphysik

10.1 Teilchenstreuung

Sto prozesse werden in der Teilchenphysik verwendet, um die Struktur der Teilchen zu un-
tersuchen. So schie t man z.B. hochenergetische Elektronen auf eine Folie aus z.B. Gold und
mi t die Impuls- und Winkelverteilung der Teilchen nach dem Sto . Mit aufwendigen mathe-
matischen Verfahren kann man dann aus diesen Messungen Ruckschlusse auf die Struktur der
Goldkerne und die Krafte zwischen Elektron und Atomkern schlie en. Dabei treten elastische
und inelastische Sto e (oder Streuungen) auf. Wie bisher besprochen bleibt bei der elastischen
Streuung die kinetische Energie des Elektrons und des Kerns erhalten. Wie in 11.6 erlautert,
werden Elektron und Kern unter bestimmten Winkeln ; und , gestreut. Bei der inelastischen
Streuung wird ein Teil der kinetischen Energie in andere Energieformen umgewandelt, z.B.
Anregung von Kernen oder Erzeugung von neuen Elementarteilchen. Um diese Umwandlung
von Energie in Materie (neue Elementarteilchen) verstehen zu konnen, benotigen wir einige
Grundkenntnisse der speziellen Relativitatstheorie.

10.2 Relativistische Massenzunahme

Die bekannte Einstein’sche Gleichung besagt:

moC2

2 p .
1 (v=c)?

E=mc®= mec®= (83)

Dabei ist E die Gesamtenergie, mg die Ruhemasse, v die Geschwindigkeit des Teilchens und ¢
die Lichtgeschwindigkeit. Diese Gleichung besagt, dass Masse eine Erscheinungsform von Ener-
gie ist. Vor Einstein gab es den Energieerhaltungssatz und den Massenerhaltungssatz, der z.B.
in der Chemie gro e Bedeutung hat. Durch Gleichung (83) werden beide Erhaltungssatze ver-
knupft und wir nden, dass die Summe aller Energien und Massen erhalten ist. Damit ero net
sich aber auch die Moglichkeit, Energie in Masse umzuwandeln. Dies wird bei der inelasti-
schen Teilchenstreuung ausgenutzt und nach (83) kann ein Teilchen mit der Masse Mc? < Q
erzeugt werden. Um moglichst schwere Teilchen produzieren zu konnen (gro es Q), benotigt
man Teilchenstrahlen hoher Energie. Man verwendet Beschleuniger (Linearbeschleuniger oder
Kreisbeschleuniger), die Teilchen auf fast Lichtgeschwindigkeit beschleunigen.

_m
Y m,

ol
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10.3 Naturkrafte

Mit (58) haben wir
_dp _ _dv dm

gt Mae TVt

Betrachten wir eine Beschleunigung mit konstanter Kraft F. Am Anfang ist m  mg, d.h.
die Kraft bewirkt eine Anderung der Geschwindigkeit. Der zweite Term mit dm=dt ist klein. Bei
langerer Einwirkung der Kraft erreicht v ¢, dann wird die Massenanderung dm=dt sehr gro .
Die gesamte Kraft muss aufgewandt werden, um die Masse des Teilchens zu erhohen, und die
Geschwindigkeit wird nur minimal erhoht. Jede weitere Krafteinwirkung fuhrt dazu, dass die
Masse immer weiter ansteigt und die Geschwindigkeit immer naher an die Lichtgeschwindigkeit
heranreicht, ohne sie jemals zu erreichen oder gar zu ubertre en. Aufgrund von z.B. Ladungs-
erhaltung kann ein einzelnes Elektron bei inelastischer Streuung nicht erzeugt werden. Es kann
nur zusammen mit einem Positron (das Anti-teilchen des Elektrons) mit positiver elektrischer
Ladung entstehen.

Beispiel einer Reaktion:

(84)

A+B YT A+B+ete

Diese Reaktion ist moglich, falls
Q > 2m.c?

me = 9;11 10 3kg ¥ Q=>1:64 10 3]
c = 3 10°ms=s

In der Teilchenphysik wird eine andere Einheit fur Energie verwendet: das Elektronenvolt.
1 eV = Kkinetische Energie eines Elektrons, das eine Spannungsdi erenz von
1 Volt durchlauft.

1eV = 1;602 10 °J

Die Elektronenmasse ist dann me = 5;11 10%V=c? = 0:511MeV=c?.
Zur Erzeugung eines ete Paares muss somit gelten Q > 2m.c? = 1;02 MeV.

10.3 Naturkrafte

Mit Hilfe von Streuexperimenten gelang es, die Krafte zwischen Elementarteilchen zu un-
tersuchen und Theorien aufzustellen, die diese Krafte (Wechselwirkungen) mathematisch
beschreiben. Im Rahmen der Quantentheorie wird Kraft so gedeutet, dass \Kraftteilchen™
(Eichbosonen) zwischen zwei Teilchen ausgetauscht werden und dadurch Impuls und Energie
von einem Teilchen auf ein anderes ubertragen werden. Graphisch stellt man einen Sto Prozess
eines Elektrons mit einem Proton folgenderma en dar (Feynman-Diagramm):

Elektron und Proton bewegen sich aufeinander zu und tauschen ein Photon aus (das Eich-
boson der elektromagnetischen Kraft). Dadurch wird Impuls und Energie ubertragen. In diesem
Bild bestimmen die Eigenschaften der Eichbosonen die Struktur der Krafte. So folgt z.B. das
Coulombsche Gesetz (die Kraft zwischen zwei geladenen Teilchen ist umgekehrt proportional
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10.4 Bausteine der Materie

zum Abstand r zum Quadrat: F  r 2) aus der Tatsache, dass das Photon keine Masse hat.

Kraft Eichboson Theorie
Elektromagnetisch Photon Quantenelektrodynamik
m =0 (QED)
Schwach w ;Zz° Glashow-Salam-Weinberg
my ~ 80 GeV Theorie
mz * 91 GeV
Stark Gluon Quantenchromodynamik
my =0 (QCD)
Gravitation Graviton? Allgemeine Relativitatstheorie,
mg =0 noch keine Quantentheorie der Gravitation

10.4 Bausteine der Materie

Mit Hilfe von Streuexperimenten konnte man die elementaren Bausteine der Materie identi -
zieren, bei denen bisher noch keine Unterstruktur gefunden wurde. Man unterscheidet Quarks
und Leptonen.

Quarks
Q koppeln an:
up charm top +2/3¢e
down strange bottom -1/3 e W.2,0,G

e ist die Ladung eines Protons. Es gibt deutliche Anzeichen fur die Existenz des Top-Quarks. Es
konnte bisher aber noch nicht direkt im Experiment nachgewiesen werden. Quarks konnen an
alle bekannten Eichbosonen \koppeln™, d.h. alle bekannten Krafte konnen auf Quarks wirken.
Quarks sind die Bestandteile von Protonen und Neutronen. Das Proton ist ein Bindungszustand
von uud-Quarks und das Neutron von udd-Quarks. Quarks haben die elektrische Ladung +2/3 e
und -1/3 e, wobei e die Protonladung ist.

m, 5MeV=c® m, 1500 MeV=c? m; 175 GeV=c?

mg 5 MeV=c®> ms 300 MeV=c® m, 5 GeV=c?

Leptonen: Neutrino und geladenes Lepton

Massen der Quarks:

Q koppeln an:
e 0 W,Z,G
e -e W,Z,G
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11 Drehungen

Massen der Leptonen:

m < 2eV=c?

me = 0:51 MeV=c?
m = 105 MeV=c?
m = 1780 MeV=c?

Stabile Materie besteht nur aus u-, d- Quarks und Elektronen. c-,s-,t-,b-Quarks und -, -
Leptonen zerfallen nach der Erzeugung mit Lebensdauern 10 ° s. Das langfristige Ziel
der Teilchenphysik ist es, eine einheitliche Theorie aller Naturkrafte zu nden. Bei der elektro-
magnetischen, schwachen und starken Wechselwirkung wurden in den letzten 25 Jahren gro e
Fortschritte gemacht. Bisher ist es allerdings noch nicht gelungen, eine Theorie der Gravitation
zu nden, die vertraglich ist mit der Relativitatstheorie und mit der Quantentheorie.

11 Drehungen

11.1 Drehmoment

Nach dem Newtonschen Gesetz bewirkt eine Kraft eine lineare Beschleunigung in Richtung
der Kraft. Was bewirkt eine Drehbewegung und eine Winkelbeschleunigung? Das Analogon
zur Kraft ist das Drehmoment bei einer Drehung.

T

=J

Dazu de nieren wir ein Inertialsystem und berechnen das Drehmoment bezuglich des Ur-
sprungs O. Eine Kraft F wirkt auf ein Teilchen P, das sich am Ort ¥ be ndet. Dann ist das
Drehmoment bezogen auf den Koordinatenursprung O:

~=¢ F (85)
Das Drehmoment ist ein Vektor mit dem Betrag
=rF sin (86)

~ steht senkrecht auf der Ebene, die von ¥ und F aufgespannt ist. In unserem Beispiel zeigt ~
in die Papierebene. Die Einheit von ~ ist Nm, dieselbe Einheit wie Arbeit und Energie, aber
das Drehmoment ist vollkommen verschieden von Energie. Das Drehmoment ist ein Vektor, die
Energie ein Skalar. Das Drehmoment hangt nicht nur davon ab, wo die Kraft an einem Korper
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11.2 Drehimpuls

angreift, sondern auch wo sich dieser Punkt bezuglich des Koordinatenursprungs be ndet. Eine
Angabe des Drehmomentes ist nur dann sinnvoll, wenn auch der Koordinatenursprung ange-
geben wird. Wirkt die Kraft direkt am Koordinatenursprung, so ist ~ = 0, da £ = 0. Nur die
Kraftkomponente senkrecht zu ¥ tragt zum Drehmoment bei. Falls = 0 oder = 180, ist
~=0.

11.2 Drehimpuls

Den linearen Impuls p = mv haben wir bisher ausgiebig verwendet. Das Analogon zum Impuls
ist der Drehimpuls fur Drehungen. Betrachten wir ein Teilchen am Ort ¥ bezuglich des Koordi-
natenursprungs O, das sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, so ist der Drehimpuls gegeben
durch:

“=f p

mit dem Betrag * = rpsin , dabei ist der Winkel zwischen ¥ und p. Wiederum ist * nur
die Komponente von p entscheidend, die senkrecht zu ¥ liegt. Be ndet sich das Teilchen im
Koordinatenursprung, so ist # = 0 und somit * = 0. Ein Drehimpuls muss daher auch immer
bezuglich eines Koordinatenursprungs angegeben werden. Wir berechnen nun eine wichtige
Beziehung zwischen Drehmoment und Drehimpuls.

2. Newtonsches Gesetzz F = 3—':
Vektorprodukt mitr: ¥# F = ¥ 2_': I ~=¢ 2_|: (87)

Weiterhin benutzen wir * = ¥ p und bilden die zeitliche Ableitung (Formelsammlung Kap.
2.2):

f = Ef: )_d_‘F + ¥ d_p
at ~ g PTgq P dt
mit % = v und v (mv)=0 (da v v=0)

bleibt nur der 2. Term ubrig, mit (87) erhalten wir dann

_dan
T odt’

(88)

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist gleich dem wirkenden Drehmoment.
Dies ist analog zu F = dp=dt fur die Translation.

11.3 Systeme von Teilchen

Fur ein System von n Teilchen haben wir:

C="+%+:11+7, ‘i
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11.4 Tragheitsmoment

Wie bei der Diskussion des Schwerpunktes tragen auch bei der Drehung die internen Krafte
nach dem 3. Newton’schen Gesetz nicht zum Gesamtdrehmoment bei. Das Gesamtdrehmoment
ist daher die Summe aller au eren Drehmomente und daher gilt

C
“ext = c;_t (89)
Die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses eines Systems von Teilchen bezuglich eines
Ursprungs eines Inertialsystems ist gleich der Summe der au eren Drehmomente, die auf das
System wirken.
dP
E.
Im allgemeinen kann man die Bewegung eines Systems von Teilchen separieren in:

Dies ist analog zu (60) Fext =

1) Translationsbewegung des Schwerpunktes (Fext = dP =dt)

2) Drehung bezuglich des Schwerpunkts (~ext = dC=dt).

11.4 Tragheitsmoment

Bei einem \starren Korper" nehmen die Teilchen relativ zueinander immer die gleiche Position
ein.

Wir betrachten die Rotation eines starren Korpers um eine Achse, die in einem Inertialsystem
fest liegt. Der Korper rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit !. Ein Teilchen der Masse m im
Abstand r von der Achse hat somit die kinetische Energie

1 2 1 292
—mve = _mr-1-
2 2
Man beachte, dass r kier der senkrechte Abstand zur Drehachse ist. Falls die Achse z.B. in
z-Richtung liegt, ist r = x2 + y2. Die gesamte kinetische Energie des Korpers ist dann
_E 2 2 4 ... 2.2_1X_2|2
K—Z(m1r1+m2r2+...+mnrn)- —2( m;ri)! (90)
Die Gro e >
= myr? (91)

nennen wir das Tragheitsmoment bezuglich dieser Drehachse. Die kinetische Energie des starren
Korpers bezuglich dieser Achse ist somit

K=2112 (92)

N

Im Vergleich zur Translation (K = %mvz) sehen wir, dass die Masse unabhangig von der Wahl
des Koordinatensystems, das Tragheitsmoment hingegen von der Drehachse abhangig ist. Bei
einem starren Korper, der um eine raumfeste Achse mit der Winkelgeschwindigkeit ! rotiert
nden wir analog fur die Komponente des Drehimpulses entlang der Drehachse
X > X
L= rp= rmvi=( mr)?=11 (93)
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11.5 Drehimpulserhaltung

ELS(JO NI GO w

-

In Kapitel 14 werden wir die Beziehung zwischen Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit ge-
nauer untersuchen.
Beispiel: 3 Korper mit gleicher Masse

Lh<b<l; und K <Ky, <Kj

Wie beim Schwerpunkt konnen wir auch hier den Grenzwert lim , o durchfuhren und erhalten
das Tragheitsmoment fur eine kontinuierliche Massenverteilung
Z Z
= ridm= r? (xy;z)dV (94)
\%
Wie bereits gesagt, ist r der senkrechte Abstand zur Drehachse. Spater werden wir die
Tragheitsmomente einiger Korper berechnen.

11.5 Drehimpulserhaltung

Ausgehend von der Beziehung eyt = dC=dt betrachten wir nun freie Systeme, bei denen
~ext = 0. Damit erhalten wir dC=dt = 0 und somit

L = const. (95)

Dies ist das Prinzip der Drehimpulserhaltung: Dabei ist L = *; + %, + 111+ ..

Wenn das gesamte au ere Drehmoment null ist, bleibt der totale Drehimpulsvektor erhalten.
Das Prinzip der Drehimpulserhaltung hat in der Physik eine ahnliche Bedeutung wie die
Impuls- und Energieerhaltung. Alle gelten sowohl in der klassischen Physik als auch in der
Quantenphysik.

Beispiel:

Bei einer Drehung um eine ortsfeste Achse muss L, = I! = const. sein. Wenn man das
Tragheitsmoment durch Verlagerung von Massen vergro ert, muss ! kleiner werden. Bei Ver-
kleinerung von 1 wird die Winkelgeschwindigkeit gro er.

G. Herten 55 Experimentalphysik



11.6 Steinerscher Satz

11.6 Steinerscher Satz

Wir betrachten einen Korper, der sich um eine raumfeste Achse dreht, die in z-Richtung durch
den Schwerpunkt fuhrt. Das Koordinatensystem wird so gewahlt, dass der Nullpunkt im Schwer-
punkt liegt.

y N

13

o U

\\

v
Ee

XI

Wir wollen nun eine Beziehung suchen zwischen dem Tragheitsmoment I, umd die Achse
durch den Schwerpunkt und das Tragheitsmoment I bezuglich einer zweite Achse, die parallel
dazu liegt und durch den Punkt P verlauft.

X ) X ) )
Iem = m;iry = m; (X7 +Y;)
X

I = mil(x;i @)’ +(yi b)*
<
= mi[x? 2ax; +a®+y? 2by; + b7
X X
= mi(xiz + y|2) 2a m;X; 2b m;y; + (8.2 + b2) m;:
. . P P
t der De nition des Schwerpunktes ¥fcm =  m;¥;  erhalten wir  m;x; =0 und

m;y; = 0, dq:;ier Koordinatenursprung in den Schyygrpunkt gelegt wurde. Damit erhalten
wir mit Iem = mi¢ +y?)und d> =a2+b?, M = m;den

Steinerschen Satz: Ip = Icm + Md? (96)

Das Tragheitsmoment eines starren Korpers bezuglich einer Achse durch P berechnet man,
indem man zum Tragheitsmoment des Korpers bezuglich einer durch den Schwerpunkt verlau-
fenden und zu P parallelen Achse das Tragheitsmoment der ganzen im Schwerpunkt vereinigten
Masse bezuglich der Achse P addiert.

Mit diesem Satz la t sich die Berechnung von Tragheitsmomenten hau g vereinfachen.

11.7 Berechnung von Tragheitsmomenten
Fur einen Korper mit kontinuierlicher Massenverteilung gilt fur das Tragheitsmoment (94):
z Z

= ridm= r? (xy;z)dV;
\%
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11.7 Berechnung von Tragheitsmomenten

wobei r der Abstand senkrecht zur Drehachse ist. Die Masse eines Korpers mit kontinuierlicher
Massenverteilung la t sich aus der Dichte und dem Volumen V berechnen.

m= V (97)
Di erenzieren ergibt dm = dV, dabei ist dV ein Volumenelement:
dvV =dx dy dz:

Bei der Berechnung von Tragheitsmomenten emp ehlt es sich oft, Zylinderkoordinaten (r, *, z)
zu verwenden: X =rcos 7,y =rsin ?, z = z. Ein Volumenelement ist dann gegeben durch (FS:
3.7): dx dy dz = r dr d” dz. Dies kann man sich auch anschaulich an Hand der folgenden

Zeichnung klarmachen.
dr>
ds

dA =dsdr

/-rcbx
N

Der Kreisbogen bei einer Drehung um d~ ist ds = r d”. Somit erhalten wir fur die Flache
dA =ds dr =r d” dr und fur das Volumenelement dV =r d” dr dz.

Beispiel 1: Zylinder der Lange L, Innenradius r,, Au enradius ry.

Mo

NS

Die Flache eines Kreises ist A = R? . Damit ergibt sich fur das Volumen eines Hohlzylinders
vV = L(Ab Aa)
=L@ r)
und fur dieMasse M = V= (2 rdL
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11.7 Berechnung von Tragheitsmomenten

Zur Berechnung des Tragheitsmoments benutzen wir (94) und erhalten mit Integration uber
die drei Raumkoordinaten.

Z 77
Ilem = dx dy dz (x?+y?)
2,17,
= rr’ dr d” dz
L=2 0 ra
_ 1 4 4
- E I—(rb ra)
mit ry ri = (2 rd)(rZ+r2) erhalten wir
lem = E(rg"'ri) L(rg r2)

Dabei ist der letzte Teil gleich der Gesamtmasse M. Somit konnen wir schreiben
1
Iem = EM(fE +r2) (98)

Falls wir das Tragheitsmoment um die Achse P berechnen wollen (an der au eren Ober ache
des Zylinders), so konnen wir den Steinerschen Satz verwenden:

1
l, = Icm+r§M:§M(r§+r§)+r§M

1
EM (Br +r?)

Beispiel 2: Quader mit Kantenlangen a, b, c.

Wiederum wird das Koordinatensystem so gelegt, dass der Nullpunkt im Schwerpunkt des
Quaders liegt. Die x-Achse liegt parallel zur Kante mit der Lange a, entsprechen liegt y entlang
der Kante mit b und z entlang der Kante mit der Lange c. Die Drehachse ist die z-Achse.

Lo L 2L

a=2
lem = dz dy dx (X2 +y?)
c=2 b=2 a=2
b=2 1 a=2
= c Ayt d)
b=2 a=2
Z b=2 ) a3
= dy(ay” + )
b=2 12
1 5.1 5 b=2
= _ + —
G+ ) |,
1 b3 1,
= —a— + —
c( 3a g 2 12a b)
= Dwra)
Gesamtmasse M = abc
somit Igm = ';A—Z(b2+a2) (99)
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11.8 Translation und Rotation

Weitere wichtige Tragheitsmomente (ohne Rechnung) sind:
Beispiel 3: Homogene Kugel

Masse M = g R®
Tragheitsmoment um Achse durch Schwerpunkt:
2 2
Icm = gMR : (100)

Tragheitsmoment um Achse tangential zur Ober ache der Kugel:
— 2 — 2 2 2 — 7 2
Ip—lcm+RM—§MR +RM—§MR (102)

Beispiel 4: Stab der Lange L mit einer Achse durch den Schwerpunkt senkrecht zum Stab

N5) U

— ML2 — ML2 Ly2 — ML?
lem = 33 Ip =73 +M(§) - 73

11.8 Translation und Rotation

Wir betrachten einen Korper, der auf einer Ober ache rollt. Welche Rotationsachse soll man
wahlen, um z.B. die kinetische Energie des Korpers zu berechnen? Es gibt zwei Moglichkeiten:

1) Man kann die Bewegung in zwei Teile aufspalten:

a) Translation des Schwerpunktes
b) Rotation um die Achse durch den Schwerpunkt

2) Reine Rotation um eine Achse, die durch den Au agepunkt verlauft.
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11.9 Beispiele

Im folgenden wird gezeigt, dass beide Verfahren aquivalent sind. Dazu betrachten wir
zunachst Verfahren 2. Wenn wir die Bewegung des Korpers in einem kurzen Zeitintervall be-
trachten, so ist der Korper am Punkt P in Ruhe, er bewegt sich im Punkt C mit vgm und am
Punkt Q mit 2vem. Die Drehachse durch P hei t auch momentane Drehachse. Der Korper dreht
sich um diese Achse mit der Winkelgeschwindigkeit . Somit ist die totale kinetische Energie

K = %lp!2 (102)
mit Ip = Igm+ MR?

einsetzen in  (102) ergibt

1 1
K = Zlem!?*+:MR?1?
2 cM> 7o
Nun ist R! die Geschwindigkeit des Schwerpunktes C, somit vem = RY. Damit erhalten wir
— 1 12 1 2
K—Elcm- +§MVCm (103)

Von P aus gesehen dreht sich der Schwerpunkt C mit der Winkelgeschwindigkeit ¥. Aber auch
ein Beobachter in C ndet, dass sich Punkt P mit derselben Winkelgeschwindigkeit ! dreht. So-
mit konnen wir Gleichung (103) auch folgenderma en interpretieren: Der erste Term beschreibt
die Rotationsenergie bezuglich einer Achse durch den Schwerpunkt, und der zweite Term be-
schreibt die Translation des Schwerpunktes.
Wir konnen zusammenfassen:
Der kombinierte E ekt von der Translation des Schwerpunktes und der Rotation um eine Achse
durch den Schwerpunkt ist aquivalent zu einer reinen Rotation mit derselben Winkelgeschwin-
digkeit um eine Achse durch den Au agepunkt.

Diesen Sachverhalt konnen wir auch anschaulich verstehen.

- - =
Q Vam WR =V, Q . 2Vem
v,
cm
C——
P
P >
ch -WR=- ch Trandation und Rotation um C
Trandation Rotationum C = Rotation um P

Wenn wir Translation und Rotation getrennt betrachten, so konnen wir die Geschwindigkei-
ten an den Punkten P, C und Q separat bestimmen. Bei Addition beider Bewegungen erhalten
wir eine Geschwindigkeitsverteilung wie bei einer Rotation um eine Drehachse durch Punkt P.

11.9 Beispiele

Zylinder auf einer schiefen Ebene
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11.9 Beispiele

a) Energieerhaltung
Zunachst benutzen wir die Energieerhaltung, um die Geschwindigkeit v des Schwerpunktes
beim Auftre en am Boden zu bestimmen.

U = Mgh

1 1 .
= E|Cm!2+§Mv2 mit ! =v=R:

Fur die meisten homogenen rotationssymmetrischen Korper nden wir einen Ausdruck fur das
Tragheitsmoment der Form | = MR?, wobei M die Masse, R der au ere Radius und eine
Konstante ist. Unter Ausnutzung der Energieerhaltung U + K = const., erhalten wir:

_ 1 2y Vy2 y Iz = & 2
Mgh = 2( MR )(R) + 2Mv = 2( + 1)Mv
2 2
2 = B — = _
ve = 1+ gh oder v 1+ gh (104)
Zum Vergleich berechnen wir die Geschwindigkeit v der reinen Translation vy (der Korper

rutscht ohne Reibung herunter).

1 P—

Mgh = 5Mv$ " vy = 2gh

Wir sehen, dass dieses Resultat in (104) enthalten ist, da fur Rutschen = 0 gilt. Somit ist
die Geschwindigkeit beim Rollen (> 0) kleiner als beim Rutschen ( = 0), da ein Teil der
kinetischen Energie in der Rotation steckt. Dennoch haben beide beim Auftre en dieselbe totale
kinetische Energie.

Vergleich: homogener Zylinder I = IMR? 1 = o 3gh
Rohr I = MR? 1 = " gh
q
homogene Kugel I = 8MR? ¥ v = Ygh

Somit rollt ein Rohr langsamer als ein homogener Zylinder, die Kugel ist am schnellsten. Die
Geschwindigkeit eines Korpers hangt nicht direkt von seiner Masse und dem Radius sondern
nur von seiner Form (gegeben durch = I=MR?) ab.

b) Berechnung mit Kraften
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11.9 Beispiele

Wir berechnen nun dieselbe Bewegung unter Verwendung des 2. Newtonschen Gesetzes.
Wir haben mehrere Krafte, die an dem Korper (z.B. Zylinder) wirken. Die Gewichtskraft Mg,
die Normalkraft N, senkrecht zur schiefen Ebene, und die Reibungskraft ¥ entgegengesetzt zur
Bewegungsrichtung. Ohne Reibungskraft wurde der Zylinder rutschen, und es kame zu keiner
Rotation. Wir betrachten wie ublich die Krafte in der schiefen Ebene und senkrecht dazu:

senkrecht: N Mgcos = 0
in der Ebene: Mg sin f = Ma

Dabei ist a die Beschleunigung des Zylinders. Das Drehmoment bezuglich des Schwerpunktes

Ist dL q .
=—2=_(Iem!) =lem— = lem :
at — getlem?) = lem— = lem
N steht anti-parallel zum Ortsvektor, der vom Schwerpunkt ausgeht und Mg wirkt am Schwer-
punkt. Somit tragen beide Krafte nicht zum Drehmoment bei. Nur T erzeugt ein Drehmoment.

Es ist gegeben durch

= fR=Iem
- 1 2 a -
Mit Icm = EMR und =§ nden wir
1
f = Igm===-Ma:
Mg =5

Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt

Mgsin = Ma+%Ma=gMa
. 2
somit a = §gsm :

Dies bedeutet, dass die Beschleunigung des Schwerpunktes Kleiner ist als bei reiner Translation
(a=gsin ).
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11.10 Haupttragheitsachsen

Geschwindigkeit:
mit v = at und szgat2 folgt v ="2as:

) h )
Mit s —— erhalten wir

v = %gh, wie vorhin mit der Energiemethode.

Wir konnen auch die Reibungskraft berechnen:

1 1 :
f= 2Ma = 3gM sin

Falls die Reibungskraft (statische Reibung) Kkleiner als dieser Wert ist, fangt der Zylinder an zu
rutschen. Wir haben gesehen, dass Reibung die Voraussetzung fur eine Rollbewegung ist. Nun
uberrascht es, dass wir in beiden Rechnungen a) und b) dasselbe Resultat erhalten, obwohl
die entscheidende Reibung bei der Benutzung der Energieerhaltung nicht berucksichtigt wurde.
Dies la t vermuten, dass zwar Reibung vorliegt, allerdings keine Energie durch die Reibung
verloren geht. Um dies zu verstehen, betrachten wir die Arbeit W, die durch die Reibungskraft
verrichtet wird: W =T s. Fur den Kontaktpunkt hatten wir aber gesehen, dass er in Ruhe
ist, und somit ist s = 0 also W = 0, Reibungsverluste treten dann auf, wenn (z.B. beim
Auto, das mit angezogener Handbremse eine schiefe Ebene hinabrutscht), sich der Zylinder
nicht dreht, sondern am Au agepunkt gleitet.

11.10 Haupttragheitsachsen

E /N (_L)) E [«7\\ /N (_i)
W@ 2 P
7 |=[7]

Wir betrachten einen Korper mit zwei Massen, die um die z-Achse rotieren. Beim linken
Diagramm (@) steht die Verbindungslinie beider Massen senkrecht auf der Drehachse, und im
rechten Diagramm (b) bildet sie einen Winkel * mit der Drehachse. Fur (a) ist L parallel zu ¥,
aber im Fall (b) haben L und * verschiedene Richtungen, dabei ist L der Gesamtdrehimpuls

beider Massen bezuglich des Kreuzungspunktes von der Drehachse und der Verbindungslinie
beider Massen.

C="1+%=%fx p1+Ff p
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11.10 Haupttragheitsachsen

Fall a) Drehung um Symmetrieachse
L = 2rp=2rmv=2mr?!

2mr21

2mr?2 und somit erhalten wir
1!

Fall b) Drehung um geneigte Achse

- —
Il

L = 2rmv=2rm ! =2mr?!sin”~
I = 2m 2=2mr2sin?"

Damit st

L = _Liegll.

sin”

Allerdings gilt fur die z-Komponente L, von L immer noch:

L, = Lcos(E ’)=Lsin” =2mr?!sin?*
und damit L, = 11! (105)
Somit gilt die Beziehung L, = 1! immer bzgl. einer festgegebenen Drehachse in z-Richtung.

Aber nur fur bestimmte Achsen, die \Haupttragheitsachsen™, gilt:
L=14; (106)

d.h. ¥ und L zeigen in dieselbe Richtung. Man kann zeigen, dass jeder Korper mindestens
drei senkrecht zueinander stehende Haupttragheitsachsen hat, fur die der Drehimpuls parallel
zur Drehrichtung steht. Um diese Achsen kann sich der Korper frei drehen. Deshalb nennt
man die Haupttragheitsachsen auch freie Achsen. Bei allen anderen Achsen muss man Lager
verwenden, die den Korper zwingen, in Drehrichtung zu bleiben. Dabei werden wahrend der
Rotation Krafte auf die Lager ubertragen. Bei schnell rotierenden Teilen (Autorad, Propeller,
Turbinenschaufeln) muss man darauf achten, dass sie ausgewuchtet sind, d.h. die Drehung
soll langs einer Haupttragheitsachse erfolgen, um Beschadigungen der Lager zu vermeiden.
Die Tragheitsmomente um die freien Achsen hei en Haupttragheitsmomente. Stabile Achsen
sind die Achsen mit dem gro ten und kleinsten Tragheitsmoment; sie bleiben auch bei kleinen
Storungen erhalten. Labil ist die Achse mit dem mittleren Tragheitsmoment; sie wird durch
kleine Storungen geandert.

stabil  |abil
stabil

Beispiel fur stabile und labile Lagen einer Kugel auf einer Ober ache.
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11.11 Freier symmetrischer Kreisel

Man ndet, dass die stabilste Achse, die mit dem gro ten Tragheitsmoment ist.
Bei Drehung um eine Haupttragheitsachse haben wir

L = 14
mit ~ = dC=dt erhalten wir ~=1—=1~:

dt
Falls ~ = 0 ergibtsich 1+ = const.

Ein starrer Korper (I = const.), der sich um eine Haupttragheitsachse dreht, bewegt sich bei
Abwesenheit au erer Drehmomente mit konstanter Winkelgeschwindigkeit.

Dies ist das Tragheitsgesetz der Rotation. Fur einen Korper, der sich um eine beliebige Achse
in z-Richtung dreht, gilt:

dLz _d
= = 1)
2= g~ @Y
Falls die Richtung der Drehachse xiert ist, sodass 1 = const., gilt
d!
=1 =1
£ dt

11.11 Freier symmetrischer Kreisel

Bisher haben wir Drehungen von starren Korpern um eine raumfeste Achse betrachtet, die
mit Lagern festgelegt wird. Bei der Drehung um Haupttragheitsachsen ist zwar die Drehachse
nicht raumfest, aber sie ist fest im Korper xiert. Nun werden wir einen Kreisel betrachten,
bei dem die Drehachse fortwahrend ihre Richtung im Korper andern kann, obwohl sie in einem
Punkt gelagert ist.

Wir betrachten einen symmetrischen Kreisel (rotationssymmetrische Korper, genauer: die
Tragheitsmomente um zwei Haupttragheitsachsen sind gleich). Die drei senkrechten Haupt-
tragheitsachsen spannen ein rechtwinkliges Koordinatensystem auf €4, €,, €3. Die geometrische
Figurenachse ist eine Haupttragheitsachse (z.B. €3-Achse, sie soll die Achse mit dem gro ten
Tragheitsmoment sein). Infolge der Rotationssymmetrie sind alle Richtungen senkrecht zur Fi-
gurenachse gleichberechtigt. Der Kreisel wird kraftefrei gelagert, indem wir ihn im Schwerpunkt
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unterstutzen. Der Kreisel wird um die Haupttragheitsachse mit dem gro ten Tragheitsmoment
I3 (in e3-Richtung) in Drehung versetzt. Die Winkelgeschwindigkeit ¥; zeigt in €3-Richtung.
Der Kreisel hat einen Drehimpuls Lz = l3¥3, der ebenfalls in €3-Richtung zeigt. In diesem
Fall haben also Figurenachse (e3), *3 und L3 dieselbe Richtung. Wenn wir den Kreisel seitlich
ansto en, sodass er eine zusatzliche Drehung um die e;-Achse erhalt mit ¥, und C; = 1,44, so
beobachtet man eine kreisende Bewegung der Figurenachse. Um die Bewegung zu verstehen,
unterscheiden wir drei Achsen:

1) Figurenachse: Korperfeste Haupttragheitsachse (hier die e3-Richtung)
2) Momentane Drehachse: Richtung von + = ¥, + 4,
3) Drehimpulsachse: Richtung von L = L; + L3

L3 ist der Drehimpuls des Kreisels vor dem Sto und L; der Drehimpuls, den der Kreisel
aufgrund des seitlichen Sto es erhalt. Da I3 > I, haben L = [, + L3 und ¥ = 4, + 43
verschiedene Richtung. Diese Richtungen sind verschieden von der Figurenachse (gleich Lz und
43 Richtung). Dies ist ein freies System, daher bleibt der Gesamtdrehimpulsvektor L erhalten.
Die Drehimpulsrichtung wird bei noch so komplizierten Bewegungen des Kreisels beibehalten.

Der Vektor ¥ lauft auf einem raumfesten Kreiskegel (Rastpolkegel) mit der Achse L und
dem Schwerpunkt als Spitze ab. Die Vektoren L, 4 und €3 liegen stets in einer Ebene. Die
Bewegung von ¥ und €3 um L nennt man Nutation. Die Nutationswinkelgeschwindigkeit ist
gegeben durch

N — 7 (107)

11.12 Schwerer symmetrischer Kreisel

Nun betrachten wir einen Kreisel, z.B. ein Gyroskop, bei dem au ere Krafte wirken. Wir konnen
z.B. auf das Gyroskop von oben oder unten mit einem Stab sto en. Wir beobachten dann, dass
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Gyroskop

Zur Erklirung der Prazession

¢ines Kreisels

das Gyroskop seitlich nach rechts oder links ausweicht. Bei einer seitlichen Beruhrung beob-
achtet man ein Ausweichen des Gyroskops nach oben oder unten. Dies kann mit der Beziehung
~ = dL=dt erklart werden. Durch die au ere Kraft wird ein Drehmoment erzeugt, das senk-
recht zur Kraft steht. Dadurch erhalt der Kreisel einen zusatzlichen Drehimpuls, der zu einer
seitlichen Verschiebung der Achse fuhrt.

Die Abbildung zeigt ein Gyroskop, das vor dem Sto mit dem Drehimpuls Lk rotiert.
Durch Einwirken einer Kraft F wird ein Drehmoment T erzeugt, das zu einem zusatzlichen
Drehimpuls Lt senkrecht zu Lk fuhrt. Z.B. im Fall a) wird das Gyroskop in der horizontalen
Ebene abgelenkt. Dieses Phanomen kann deutlich gezeigt werden, wenn wir ein Gewicht an
das Gyroskop hangen. Dann wird das Gyroskop seitlich abgelenkt und bewegt sich auf einer
Kreisbewegung um die vertikale Achse. Diese Bewegung nennt man Prazession des Kreisels.

Nutation: Drehung von Figurenachse und ¥ um L.
Prazession: Drehung von L um die Vertikale.

Im allgemeinen fuhrt ein schwerer Kreisel sowohl eine Nutation als auch eine
Prazessionsbewegung durch.

Herleitung der Prazessionswinkelgeschwindigkeit 1:
Wir betrachten einen Kreisel(s. Zeichnung), der im Abstand “ vom Schwerpunkt unterstutzt
wird. Dadurch bewirkt die Schwerkraft ein Drehmoment
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7 Z
Ag
AN .
AL ~Lsno
| 0
L
! ——> X
mg
= mg*“sin
. C
De nition des Drehmomentes: ~ = —
. . _ L t _mg*° t
anhand der Zeichnung: = Ton “Ten - -
mg *_mg °
1= = —
=P t L L (108)

Allgemeine Kreiselbewegung:

1) Prazessionsbewegung des Drehimpulsvektors L um die vertikale z-Achse mit zeitlich kon-
stantem Polarwinkel | (Winkel zwischen L und z-Achse).

2) Nutationsbewegung der Figurenachse €3 um L. Dadurch ist der Polarwinkel der Figuren-
achse zeitabhangig ¢ = £(b).

3) Drehbewegung des Kreisels um seine Figurenachse.

12 Tragheitskrafte

Wir hatten bereits in Kapitel 4.2 Galilei-Transformationen besprochen und gefunden, dass
Systeme, die sich mit einer gleichformigen Translationsbewegung zueinander bewegen, unun-
terscheidbar sind. Inertialsysteme sind dadurch ausgezeichnet, dass in ihnen das Tragheitsgesetz
gilt, d.h. ein kraftefreier Korper ist in Ruhe oder bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit.
Die Newtonschen Gesetze gelten nur in Inertialsystemen. Wie mussen wir die Newtonschen
Gesetze abandern, damit sie auch in Nicht-Inertialsystemen gelten? Diese Frage ist wichtig,
da wir bereits in Kapitel 5.1 erwahnten, dass die meisten Systeme, die wir fur unsere Rech-
nungen benutzen, z.B. Erdober ache, eigentlich keine Inertialsysteme sind. Genaue Messungen
sollten daher Abweichungen von den Vorhersagen der Newtonschen Gesetze zeigen. Wir wer-
den sehen, dass man die Newtonschen Gesetze fur Nicht-Inertialsysteme durch Einfuhrung
von Tragheitskraften (Scheinkraften) so modi zieren kann, dass sie mit den Beobachtungen
ubereinstimmen.
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12.1 Beschleunigte geradlinige Bewegung

Wir betrachten eine Masse, die sich in einem Zug be ndet und reibungsfrei gleiten kann. Die
Masse wird von einem Beobachter B au erhalb des Zuges gesehen, der sich im Inertialsystem
(x,y,z) be ndet, z.B. auf dem Bahnsteig. Ein zweiter Beobachter B? im Zug sieht dieselbe Masse
und misst ihre Bewegung im zugfesten Koordinatensystem (xX’, y',z%). Der Zug wird nun in x-
Richtung mit der Beschleunigung a,¢ beschleunigt.

z

y z' d:axéx
X' —
X m

Im Inertialsystem gilt das Newtonsche Gesetz
mr = F:

Der Zusammenhang zwischen (X, y°, z') und (x,y,z) ist:

1 .
F= F o t> mit @ = const.

Diese Beziehung hatten wir bereits in (20) gefunden. Nun multiplizieren wir beide Seiten mit
der Masse m und ersetzen F = m#:

me’=mF mag=F ma,=F +F7 (109)

Diese Gleichung beschreibt das 2. Newtonsche Gesetz fur das Nicht-Inertialsystem des be-
schleunigten Zuges. Man muss also nur die Tragheitskraft Fr = ma,e zur au eren Kraft F
hinzufugen und kann dann die Bewegung im Nicht-Inertialsystem berechnen. Um dies zu ver-
deutlichen betrachten wir unser Beispiel. Zunachst ist der Zug in Ruhe, beide Beobachter B
und B? messen ¥ = 0 und #" = 0. Mit dem zweiten Newtonschen Gesetz ist somit F = 0. Nun
wird der Zug mit konstantem a, beschleunigt. Aufgrund der Tragheit verharrt die Masse m
fur den Beobachter B in Ruhe. Sie bewegt sich reibungsfrei durch den Zug. Fur ihn ist immer
noch ¥ = 0. Der Beobachter im Zug beobachtet aber, dass die Masse von ihm weg beschleunigt
wird und sich zum Zugende hin bewegt. Aus (109) erhalten wir (fur F = 0).

me’ = mayg
und damit eine konsistente Beschreibung der Bewegung im Nichtinertialsystem. Beobach-
ter BY sieht, dass die Masse aufgrund einer Kraft Fr = ma,e beschleunigt wird. Diese
Tragheitskrafte treten beim Ubergang von einem Inertial- in ein Nicht-Inertialsystem auf. Man
nennt sie auch oft Scheinkrafte. Man beachte, dass beide Beobachter die gleiche am Korper
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wirkende Kraft F (hier F = 0) messen.

Als weiteres Beispiel betrachten wir einen Aufzug, der mit a,¢ nach unten beschleunigt wird.
Im Aufzug hangt eine Masse an einer Feder. Sie wird benutzt, um die Federkraft F¢ zu messen,
die auf die Masse wirkt. Beobachter B be ndet sich au erhalb des Fahrstuhls und Beobachter
B’ im Fahrstuhl. Fur beide Beobachter gelten somit die folgenden Newtonschen Gesetze:
B : mf = mg+F¢
B : mr' = mg+Fr mag

Fall 1: Fahrstuhl in Ruhe
B : r = 0 1 Fe = mg
B : @4 = 0 und ¥" = 0 " Fe = mg

Fall 2: Beschleunigter Fahrstuhl mit &,
B ' = a¢ Y Fr = m@Ew 9)
B : ¥" = 0 " Fr = m(ae 9)

Wir sehen, dass beide Beobachter dieselbe Kraft an der Feder messen. Beide Ansatze fuhren
somit zu konsistenten Resultaten. Somit lassen sich auch Bewegungen in Nicht-Inertialsystemen
berechnen, wenn wir nur die Scheinkrafte hinzuaddieren. Diese Krafte sind im beschleunigten
System als Krafte vom Beobachter spurbar und konnen auch z.B. mit einer Feder gemessen
werden.

12.2 Rotierende Systeme

Rotierende Systeme sind ebenfalls Nicht-Inertialsysteme. In Kapitel 3 hatten wir gefunden, dass
fur einen Beobachter im Inertialsystem die rotierende Masse standig mit der Beschleunigunga =
4 (¥ ¥) zum Rotationszentrum beschleunigt wird (wir betrachten hier nur Drehbewegungen

mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ¥ = const.,~ = 0). Wir konnten nun vermuten, dass wir
zur Herleitung der Newtonschen Gesetze - wie bei der Translation - nur eine Tragheitskraft
Fz= mt (¥ ¥)zur au eren Kraft addieren mussen. Dies ist zum Teil richtig und diese

Scheinkraft bezeichnet man als Zentrifugalkraft (oder Fliehkraft). Wie wir spater sehen werden,
ist dies aber nicht ausreichend, sondern es gibt noch eine weitere Scheinkraft, die Corioliskraft.
Zunachst wollen wir aber nur die Zentrifugalkraft betrachten. Sie wirkt entgegengesetzt zum
Drehzentrum und ist jedem bekannt, der im Auto um eine Kurve fahrt. Der Fahrer spurt dabei
die Zentrifugalkraft, die ihn nach au en druckt. Wenn die Autoseitenwand ihn nicht daran
hinderte, wurde der Fahrer radial nach au en beschleunigt mit der Kraft

Fz = m¥ (* ¥) (110)
jFzj = m!1?r = mv=r: (111)

Als Beispiel betrachten wir eine Masse auf einer rotierenden Scheibe. Die Masse ist mit einer
Feder am Drehzentrum xiert. Beobachter B steht au erhalb und Beobachter B rotiert mit der
Scheibe im Drehzentrum. Beide Koordinatensysteme haben denselben Koordinatenursprung.
Sie sind nur gegeneinander gedreht.

Bewegungsgleichungen:
Beobachter B sieht von au en eine Drehbewegung. Er weiss, dass dann eine
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Zentripetalbeschleunigung vorliegen muss (s. Kap. 3), die in seinem System (Inertialsys-

tem) einer Beschleunigung ¥ =4 (¥  ¥) entspricht. Eingesetzt in das 2. Newtonsche Gesetz
ergibt somit:

mE=F; mit £f=4 ( ¥)

Die Feder zieht also nach innen mit Fp = m¥ (+  ¥).

Der Beobachter B! be ndet sich im Nicht-Inertialsystem und muss daher im 2. Newtonschen
Gesetz die Zentrifugalkraft als Scheinkraft berucksichtigen. Seine Rechnung sieht folgenderma-
en aus:
me'=F mt (2 ¥)

Er sieht, dass die Masse in seinem System in Ruhe ist (¢ " = 0) und erhalt somit denselben
Ausdruck fur die Federkraft
FE=mt (1 ¥ ;

die wiederum zum Drehzentrum hin gerichtet ist und dafur sorgt, dass die Masse nicht nach
au en weg iegt. Wiederum haben wir also fur beide Beobachter konsistente Resultate.

Es ist wichtig, Zentripetal- und Zentrifugalkraft auseinander zu halten. Die Zentripetalkraft
ist die Ursache der Kreisbewegung und wird im Inertialsystem gemessen. Die Zentrifugalkraft
ist eine Scheinkraft, die bei der Koordinatentransformation in ein rotierendes System auftritt.
Die manchmal zu horende Meinung, beide seien ein actio=reactio Paar, ist falsch. Wie fruher
erlautert, treten actio=reactio Paare bei der Wechselwirkung zweier Korper auf. Die beiden
Krafte des Paares wirken auf unterschiedliche Korper und werden im selben Koordinaten-
system beschrieben. Zentripetal- und Zentrifugalkraft hingegen gehoren zu unterschiedlichen
Koordinatensystemen.

Nun wollen wir versuchen, die zweite Scheinkraft bei der Drehbewegung, die Corioliskraft,
zu verstehen. Dazu betrachten wir folgenden Versuch. Eine runde Scheibe dreht sich um die
vertikale Achse. Mit einem Stift zeichnen wir einen Strich uber die Scheibe so, dass er fur
einen au eren Beobachter gerade erscheint. Fur einen Beobachter auf der rotierenden Scheibe
ist dieser Strich allerdings nicht gerade, sondern gekrummt. Er nimmt daher an, dass auf den
Schreibstift eine Kraft eingewirkt hat, die die Krummung verursachte. Die Krummung kann man
leicht erkennen, wenn man die Scheibe anhalt und die Zeichnung auf der Scheibe betrachtet.
Die Krummung kommt dadurch zustande, dass sich die Scheibe wahrend des Schreibens laufend
weiterdreht. Die Starke der Krummung hangt damit von der Geschwindigkeit des Schreibstiftes
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und der Winkelgeschwindigkeit der Scheibe ab . Ein weiteres Beispiel ist ein Pendel, das uber
einer rotierenden Scheibe schwingt. Dabei fallt Sand auf die Scheibe. Die rosettenartigen Bahnen
zeigen dann die Pendelbahn, die ein mitrotierender Beobachter sehen wurde.

Ein ahnliches Experiment kann man durchfuhren, indem man ein langes Pendel an der
Decke aufhangt und schwingen la t. Die Erddrehung ersetzt dabei die rotierende Scheibe im
vorhergehenden Experiment. Als mitrotierende Beobachter auf der Erde beobachten wir, dass
das Pendel seine Schwingungsrichtung nicht beibehalt, sondern (auf der Nordhalbkugel) nach
rechts abgelenkt wird. Fur einen Beobachter in einem Inertialsystem schwingt das Pendel im-
mer in derselben Ebene, aber die Erde rotiert standig darunter. Dieses Pendel nennt man auch
Foucaultsches Pendel nach J.B.L. Foucault, der 1851 diesen Pendeldemonstrationsversuch im
Pantheon in Paris vorfuhrte. Der Foucaultsche Pendelversuch ist ein Beispiel fur die Coriolis-
kraft.

Wir wollen nun die Corioliskraft berechnen. Dazu betrachten wir eine mit ! rotierende
Scheibe, bei der eine Kugel vom Drehzentrum aus radial mit konstanter Geschwindigkeit v
nach au en geschossen wird. Der rotierende Beobachter B’ sieht, dass eine Kugel mit der Ge-
schwindigkeit v, in x*-Richtung abgeschossen wird. Nach einer Zeit t = r=v), erreicht sie den
Radius r der Scheibe.

Beobachter B’

Beobachter B" bemerkt aber, dass die Bahn nicht gerade, sondern gekrummt ist. Die Kugel
erreicht den Radius r nicht im Punkt P? sondern im Punkt Q'. Wahrend des Fluges hat sich
die Scheibe um den Winkel ” = I't gedreht. Beobachter B! ndet daher eine Ablenkung in der

y’-Richtung. Fur kleine Ablenkungen gilt:

y' r’ VLIt = Vi1t

B' deutet diese Ablenkung als beschleunigte Bewegung mit der Beschleunigung a..

O — 1 02 - -
= zact womit wir

al = 21, erhalten. (112)

Dies ist die Coriolisbeschleunigung, die in diesem Fall eine Beschleunigung der Kugel in  y’-
Richtung bewirkt. Allgemein kann man zeigen, dass in Vektorschreibweise die Coriolisbeschleu-
nigung gegeben ist durch:

al= 24 w" (113)
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Somit wird auf der Nordhalbkugel das Foucaultsche Pendel immer nach rechts abgelenkt und
auf der Sudhalbkugel nach links. Damit konnen wir unsere Ergebnisse zusammenfassen und
das modi zierte 2. Newtonsche Gesetz im rotierenden System formulieren:

me'=F m¥ (* ¥) 2mt v’ (114)

Man beachte dabei, dassv ” die Geschwindigkeit der Masse m ist, die im "gestrichenenSSys-
tem (X, y°, z%) gemessen wird. Zum bekannten Newtonschen Gesetz fur das Inertialsystem
mussen wir somit nur die Zentrifugalkraft und die Corioliskraft hinzufugen und erhalten die
Bewegungsgleichung im rotierenden System. Eigentlich mussten wir fur die Berechnung physi-
kalischer Prozesse auf der Erde immer diese Gleichung verwenden. Allerdings sind die E ekte
beider Scheinkrafte in den meisten Fallen sehr gering und konnen vernachlassigt werden. Bei
prazisen Experimenten, wie z.B beim Foucaultschen Pendel, darf man sie aber nicht weglassen.

12.3 Transformation in ein rotierendes System
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Bei der geradlinig beschleunigten Bewegung hatten wir gesehen, dass Tragheitskrafte
auftreten, wenn man eine Transformation vom Inertialsystem in ein beschleunigtes System
durchfuhrt. Es wurde bereits erwahnt, dass bei der Transformation von einem Inertialsystem
in ein rotierendes System die beiden Scheinkrafte Zentrifugalkraft und Corioliskraft auftreten.
Beide Krafte haben wir bereits im Detail behandelt. Nun wollen wir uns genauer ansehen,
wie Scheinkrafte bei der Koordinatentransformation auftreten und fuhren deshalb die Trans-
formation explizit durch. In einem Spezialfall werden wir die Formeln fur beide Krafte herleiten.

Ein System (X!, V!, z) rotiere bezuglich eines Inertialsystems (X, y, z) um die z (= Z')-
Achse mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit ¥. Nach GI. 21 (sowie math. Formelsammlung)
erhalten wir

x' cos It vy’ sinlt

X! sin1t+y' cos It
0

Z = 7

Im Inertialsystem gilt das 2. Newtonsche Gesetz mx = F,; my = Fy;mz = F,. Di erentia-
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tion nach der Zeit ergibt (mit ! = const.).

x = x'costt X'Usintt y'sinit y'Icosltt
y = X'sintt+x"1costt+y'cos!t y'lIsinlt
z = 7
und
x = xXcostt XIsintt XIsintt x"1%cos!t
y'sin1t y'Tcos!t y'lcos!tt+y'l1%sinlt
y = X'sintt+x"Tcostt x'1%sinlt
+ylcos It y'Isinlt y'Isinlt y'I2cos !t
z = 7

Zur einfachen Interpretation dieser Gleichungen betrachten wir die Bewegung zu einem Zeit-
punkt, bei dem beide Koordinatensysteme ubereinanderliegen (z.B. t = 0). Somit erhalten wir
(bei Einsetzen von mx = F,; my = Fy;mz = F,):

x = x' 12 21y =F,=m
y =y 13421 =F=m
z = 7 = F,=m

Dies ist das modi zierte 2. Newtonsche Gesetz fur ein rotierendes System (fur den speziellen
Moment t =0, d.h. x = x"y = y?9).

mx" = F+mi2X+2mly’ =F +m!?x+2mly’
my' = Fy,+ml?%y’ 2mixX=F,+ml?%y 2mix
mz' = F,

Damit haben wir gezeigt, dass durch Transformation in ein rotierendes System die beiden
Tragheitskrafte (Scheinkrafte) Zentrifugalkraft und Corioliskraft auftreten. Wir konnen uns
davon uberzeugen, dass dieser spezielle Fall verallgemeinert werden kann (andere Zeiten t sowie

Rotationen um beliebige Achsen) mit der Vektorgleichung
me'l=F m¥ ( ¥) 2m+t w"

12.4 Die Erde als rotierendes System

Als mitrotierende Beobachter auf der Erde bemerken wir bei der Bewegung von Korpern die
beiden Scheinkrafte Zentrifugalkraft und Corioliskraft. Wir werden zunachst die E ekte der
Corioliskraft auf der Erde etwas naher untersuchen.

Fo= 2m(@#@ v
4 zeigt vom Sudpol zum Nordpol. Eine vollstandige Erdumdrehung gegenuber dem Fixstern-
himmel erfolgt in T = 86 164 sec. Damit erhalten wir
2

1= ?=7;3 10 °s % (115)
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Bei einem Erdradius von R = 6;37 10° m ergibt dies eine Geschwindigkeit fur einen Korper
auf der Erdober ache v = 1! = IRcos”, wobei ” der Breitengrad ist und der Abstand
zur Erddrehachse. Am Aquator ist v =465 m/s und in Freiburg (> = 48;0 )v = 311ms=s.

A

Wir wahlen nun ein Koordinatensystem (X', y°, z') auf der Erdober ache so, dass X’ nach
Osten zeigt, y* nach Norden und z° lotrecht nach oben.

%
N\ 1 ’
e
7
/\(p N AN
7 7/
Nordhalbkugel Sudhalbkugel

Wir zerlegen ¥ in Komponenten in y° und z'- Richtung: Fur die Nordhalbkugel erhalten
wir:
Iyn=Tcos” und 1o=1sin~

und fur die Sudhalbkugel:
'w=1cos” und 1,= 1Isin~:

Wir setzen 1,0 =n!tsin ”, mit n =1 fur die Nordhalbkugel und n = 1 fur die Sudhalbkugel.
Dann erhalten wir fur die Corioliskraft:

Fo. = 2m(@ v
= 2m(lypvy Ty,

Fo = 2mI (Vjpcos” nvyesin”; nvyesin”; Vi, cos ”) (116)

i vk LoVie Lovle  1ivi)
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Dies ist die allgemeine Gleichung fur die Corioliskraft auf der Erdober ache. Zunachst betrach-
ten wir eine Bewegung in der X y' Ebene auf der Erdober ache, wie z.B. beim Foucault-
pendel. Dabei sind nur die x*- und y’-Komponenten der Corioliskraft wirksam und v}, = 0.
Einsetzen ergibt

Fc (Ebene) = 2mI( nvy, sin”; nvy sin”; 0) (117)
q
jFc (Ebene)i = 2m 1w, sin” ; v, = VE+VE (118)

Wir sehen, dass der Betrag der Kraft nicht von der Bewegungsrichtung in der x' y' Ebene
abhangt, sondern nur vom Betrag der Geschwindigkeit. Die Corioliskraft in der Ebene ist ma-
ximal am Nordpol und verschwindet am Aquator.

Man konnte meinen, dass bei einer Bewegung am Aquator in Ost - West Richtung (x*-Richtung)
eine Corioliskraft auf das Pendel wirken musste, die zu einer Abweichung der Schwingungsebene
fuhren sollte. Allerdings sehen wir an (116), dass ein v}, Term fur > = 0 nur zu einer Coriolis-
kraft in z*-Richtung fuhrt und somit eine Gewichtserhohung oder Gewichtsverminderung ergibt,
die aber keine Ablenkung in der X' y' Ebene bewirken kann. Fur die Nord- und Sudhalbkugel
erhalten wir:

Nord : F. (Ebene) 2m 1 sin 7 (v Vi 0)
Sud : F.(Ebene) = 2m !Isin”( v} Vi 0)

Dies entspricht einer Rechtsabweichung auf der Nordhalbkugel und einer Linksabweichung auf
der Sudhalbkugel. Wir konnen somit festhalten, dass alle bewegten Korper auf der Nordhalb-
kugel nach rechts abgelenkt werden, und auf der Sudhalbkugel nach links. Wir konnen die
bisherigen Resultate benutzen, um die Zeitdauer zu berechnen, die das Foucaultpendel fur eine
gesamte Drehung der Pendelebene benotigt. Relativ zum Pendel dreht sich die Erde um die 2°
-Achse mit !,.. Die Ebene des Foucaultpendels dreht sich daher mit

1I.= != ntsin”:
Fur die Betrage erhalten wir
inj=2 = lsin’—z—sin’
I3l T : T
T 24h
daraus folgt: T, = = - 119
g ¢ sin” sin’ (119)

Nordpol, Sudpol T, = 24 h
Freiburg T, = 32:3 h
Aquator T, = 21 keine Drehung.

Bei der Demonstration in der Vorlesung haben wir die Drehung der Schwingungsebene in einem
Abstand von 15 min. gemessen. Nach obiger Gleichung sollte sich dann ein Drehwinkel ergeben
ven 1=4h

360 323n 2 %8
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Fur die meisten Prozesse auf der Erdober ache spielt die Corioliskraft keine Rolle. Die Ge-
schwindigkeiten sind meist zu gering. Allerdings nimmt sie einen entscheidenden Ein uss auf
das Wettergeschehen. Luft, die auf der Nordhalbkugel von einem Hochdruckgebiet weg ie t,
wird nach rechts abgelenkt (Drehung des Windes im Uhrzeigersinn). Sie bewegt sich dann spi-
ralformig auf ein Tiefdruckgebiet zu (Linksdrehung aufgrund des Sogs des Tiefdruckgebiets).
Aus diesem Grunde drehen sich Hurrikans (ein Tiefdruckgebiet) auf der Nordhalbkugel ent-
gegen dem Uhrzeigersinn und auf der Sudhalbkugel im Uhrzeigersinn. Die hau g geau erte
Behauptung, dass die Drehrichtung des Wasserstrudels beim Ab uss des Badewassers von der
Corioliskraft herruhre, ist falsch. Die Stromungsgeschwindigkeiten sind viel zu klein. In die-
sem Fall dominieren spontane Fluktuationen in den Wasserstromungen, bzw. asymmetrische
Verformungen des Ab usses.

Als nachstes Beispiel wollen wir den senkrechten Fall eines Steins auf der Erdober ache be-
trachten (v = vﬁ,o = 0). Mit (116) erhalten wir
F.= 2m! (vl cos”; 0; 0)

Beim Fall ist v, < 0 und wir erhalten eine Abweichung in die +x’- Richtung (nach Osten) fur
die Nord- und Sudhalbkugel. Diese Ablenkung nach Osten mag zunachst unverstandlich sein, da
sich die Erde von West nach Ost dreht. Wahrend der Flugzeit des Steins dreht sich die Erde nach
Osten und man konnte vermuten, dass der Stein irgendwo im Westen auftre en sollte. Man muss
aber bedenken, dass vor dem Fall der Stein und der Beobachter dieselbe Winkelgeschwindigkeit
(dies folgt aus dem Ansatz V!, = vf,o = 0) , aber verschiedene Tangentialgeschwindigkeiten
haben. Der Stein bewegt sich schneller, da er sich auf einem gro eren Bahnradius be ndet.
Beim Fall behalt der Stein seine Tangentialgeschwindigkeit und tri t deshalb weiter im Osten
auf.

-
W

Nun sollen E ekte der Zentrifugalkraft auf der Erdober ache behandelt werden. Die Zen-
trifugalkraft bewirkt eine Beschleunigung auf einen Korper auf der Erdober ache mit az =
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4+ (¥ ¥), die senkrecht zur Drehachse steht und nach au en gerichtet ist. Ihr Betrag ist

Au erdem wirkt die Erdbeschleunigung §o, die zum Erdmittelpunkt zeigt. Die Gesamterdbe-
schleunigung g- = go + a2 ist daher breitengradabhangig und zeigt im allgemeinen nicht mehr
zum Erdmittelpunkt. Wir konnen sie in zwei Komponenten zerlegen, die Radialkomponente g,
und die Tangentialkomponente g;.

g = (Qo+azcos’ = go+ 1%rcos?” (120)
g = azsin” = 1%rcos”sin” (121)

Einsetzen von Werten ergibt unter Verwendung von go = 9; 832m=s? (Erdbeschleunigung am
Nordpol) (in m=s?).

Ort Or Ot g- Messung von g-
Nordpol (90 ) 9,832 0 9,832 9,832
Anchorage (61;2 ) | 9,824 0,0143 9,824 9,822
Paris (48;8 ) 9,817 0,0168 09,817 9,809
Aquator (0 ) 9,798 0 9,798 9,780

Die * Abhangigkeit der Erdbeschleunigung ist qualitativ richtig. Die numerischen Unterschiede
zu den Messungen kommen dadurch zustande, dass die Erde keine genaue Kugelgestalt hat.
Aufgrund der Tangentialbeschleunigung g, die zum Aquator gerichtet ist, kommt es zu einer
Abplattung der Erde. Der Erdradius ist am Aquator etwa 20 km gro er als am Nordpol.

Aufgrund der Abplattung stellt die Erde bei ihrer Eigendrehung um die Nord-Sud Achse im
Gravitationsfeld der Sonne keinen kraftefreien Kreisel dar. Die Erdachse ist um 90  23;5 =
66;5 zur Ekliptik geneigt (Ebene der Erddrehung um die Sonne).

J anne

Im Sommer und Herbst erfahrt der der Sonne zugewandte Wulst eine gro ere Gravitations-
kraft und eine kleinere Zentrifugalkraft als der abgewandte Wulst. Dadurch wird ein Drehmo-
ment auf die Erde ausgeubt, das zu einer Prazessionsbewegung fuhrt. Die Prazessionsbewegung
der Erde ist kompliziert, da auch die Anziehung des Mondes mitwirkt und das Drehmoment,
das die Sonne auf die Erde ausubt, zeitlich nicht konstant ist; es ist z.B. null im Fruhling und
Herbst, wenn die Sonne uber dem Aquator steht. Die Prazessionsbewegung fuhrt zu einer Dre-
hung der Erdachse bezuglich des Fixsternhimmels mit einer Umlaufperiode von 26 000 Jahren.
In etwa 12 000 Jahren wird der Stern Wega unser Polarstern sein.
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13 Gravitation

13.1 Die Keplerschen Gesetze

Eine der grundlegenden Fragen, mit denen sich die Menschheit befa t hat, ist die Planetenbe-
wegung. Die Griechen beschrieben die Planetenbahnen von einem Koordinatensystem mit der
Erde als Ursprung (so wie es in der modernen Astronomie auch ublich ist). Die Planetenbahnen
beschreiben dann sogenannte Epizykloide (der Planet be ndet sich auf einem rotierenden Kreis,
dessen Zentrum sich auf einem gro eren Kreis bewegt). Kopernikus schlug im 16. Jahrhundert
vor, eine einfachere Beschreibung zu wahlen und die Sonne als Mittelpunkt zu betrachten. Die-
ser Vorschlag setzte sich aber zunachst nicht allgemein durch, aus philosophischen Grunden,
aber auch weil dieses Modell nicht sehr gut mit den Messungen ubereinstimmte, da Kopernikus
nur Kreisbahnen benutzte. Aufgrund sorgfaltiger Messungen von Tycho de Brahes (1546 - 1601)
gelang es Johannes Kepler (1571 - 1630) die Gesetze der Planetenbewegung zu nden.

Keplersche Gesetze:

1) Die Planeten beschreiben elliptische Bahnen mit der Sonne in einem Brennpunkt.

2) Der Ortsvektor jedes Planeten relativ zur Sonne uberstreicht in gleichen Zeiten gleiche
Flachen (Flachensatz).

3) Die Quadrate der Umlaufperioden zweier Planeten verhalten sich wie die Kuben der
gro en Halbachsen ihrer Ellipsenbahnen (T?  a®).

13.2 Das Newtonsche Gravitationsgesetz

Ausgehend von den Keplerschen Gesetzen gelang es Newton (1666) das Gravitationsgesetz zu
formulieren. Newtons besondere Leistung war die Erkenntnis, dass die Planetenbewegung und
Erdanziehung (Fall des beruhmten Apfels vom Baum) dieselbe physikalische Ursache haben.
Das Newtonsche Gravitationsgesetz lautet:

9
F21 Fi2

9
. l15

N
- e

Abb. 16: Bezeichnungen zum Newtonsche Gravitationsgesetz

ml;smz;s 12

F - —
12(F12) G 2, o

; Fa= Fp

Die Gravitationswechselwirkung zwischen zwei Korpern kann durch eine zentrale Anzie-
hungskraft ausgedruckt werden, die den Massen der Korper direkt proportional und dem Qua-
drat der Entfernung zwischen ihnen umgekehrt proportional ist.

Zur Erlauterung betrachten wir zwei Massen m; und m,, die sich aufgrund der Gravitation
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anziehen. Masse m, wird von m; mit der Kraft F;, angezogen. Fy, zeigt zentral auf die Masse
m;. Solche Krafte, die in Richtung der Verbindungslinie zweier Korper wirken, nennt man Zen-
tralkrafte. Sie haben bedeutende Eigenschaften, die wir im nachsten Kapitel naher untersuchen
werden. F1, und F,; sind ein Actio-Reactio Paar, sie sind somit gleich im Betrag und entgegen-
gesetzt gerichtet. Die Eigenschaft eines Korpers, die angibt wie stark er uber die Gravitation
mit einem anderen Korper wechselwirkt, ist die Masse, genau genommen die schwere Masse. G
ist die Newtonsche Gravitationskonstante, die die Starke der Gravitationskraft angibt. Sie hat
den Wert

G=26:67 10 ™ Nm? kg > (oder m°kg !s 2): (122)

Die experimentelle Bestimmung dieser Gro e wird im folgenden Kapitel behandelt. Die 1=r?
Abhangigkeit der Gravitationskraft bedeutet, dass die Gravitation eine unendlich gro e Reich-
weite hat. Bei sehr kleinen Abstanden zwischen zwei Teilchen uberwiegen oft andere Krafte (z.B.
Kernkraft, elektromagnetische Kraft), aber bei gro en Abstanden (z.B. zwischen Planeten, Ster-
nen und Galaxien) uberwiegen die Gravitationskrafte. Sie sind die Ursache der Entstehung von
Galaxien und Sternen.

13.3 Beispiele zur Gravitation

a) Erdbeschleunigung
Fur einen Korper auf der Erdober ache gilt mit dem Newtonschen Gesetz

Y m
VR,

7/ S

Abb. 17: Erdbeschleunigung

my = F4, wobei Fy die Gravitationskraft zwischen Erde und Masse m ist. Um die Gravi-
tationskraft der Erde zu bestimmen, mu ten wir die Erde in kleine Massenpunkte auftei-
len und die Gravitationskrafte zwischen ihnen und der Masse m vektoriell aufaddieren.
Aufgrund des 1=r? Gesetzes ndet man aber eine einfache Regel fur eine Kugel mit ku-
gelsymmetrischer Massenverteilung (s. Kap. 13.5).

Die Gravitationskraft au erhalb einer homogenen Kugel verhalt sich so, als sei die Ge-
samtmasse punktformig im Schwerpunkt angeordnet.

Wir konnen also fur die Gravitationskraft, mit der die Erde die Masse m in -y Richtung
anzieht, folgenden Ausdruck verwenden:

msMs

, wobei
R

Fo= G
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b)

ms die schwere Masse des Probekorpers ist, Mg die schwere Masse der Erde und Rg der
Erdradius. Somit ist mit dem 2. Newtonschen Gesetz:

msM
my = G-—2,— und
RE
ms Mg mg
= —G—== —2q:
y Mt RZE mtg

Dies ist die Beschleunigung, die der Probekorper durch das Gravitationsfeld der Erde
erhalt. Wie wir bereits erlautert haben (s. Kap. 5.2, zeigen alle Experimente, dass schwere
und trage Masse gleich sind (mg = my). Damit haben alle Korper dieselbe Erdbeschleu-
nigung

g=G— (123)

Satellitenbewegung

Wir betrachten nun einen Satelliten der Masse m, der sich auf einer Kreisbahn um die
Erde bewegt. Wir wollen diese Bewegung vom Inertialsystem (B) und vom mitbewegten
System (B?) betrachten:

mM r

rZjr

Beobachter B beobachtet eine Kreisbewegung, d.h. der Satellit erfahrt standig eine Be-
schleunigung ayx, die zum Erdmittelpunkt gerichtet ist.

B : me=

F=a, = 12p F , somit
Jf)
f msMs f
me 1r— = S5 mit mi=mgM;=M
) M
nden wir 12 = GM. (124)

rs -

Der mitbewegte Beobachter B' sieht sich und den Satelliten in Ruhe (¢ =0) und ndet
nach Einsetzen der Zentrifugalkraft:

O=mg'=F;+Fz =

Somit erhalten wir ebenfalls 12 = GM=r3. Unter Verwendung von ! = <, wobei T die
Umlaufzeit ist, erhalten wir:

T2 r3

42 GM
Dies ist das 3. Kepplersche Gesetz, hergeleitet fur den speziellen Fall einer Kreisbewegung
um eine ruhende Masse. Man beachte, dass diese Beziehung unabhangig von der Masse
des Satelliten gilt. Ein spezieller Fall sind geostationare Satelliten, die eine Umlaufzeit
T haben, die gleich der Dauer einer Erddrehung ist (T=24 Stunden). Falls sie uber dem
Aquator positioniert werden, stehen sie immer senkrecht uber einem Punkt am Aquator.
Geostationare Satelliten werden deshalb benutzt, um Fernseh- und Radiosendungen aus-
zustrahlen. Um den Radius dieser geostationaren Bahnen zu berechnen, benutzen wir
(125), setzen T=24 h und erhalten r = 42 200 km.

(125)
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c) Cavendish Experiment

Newton kannte den Wert der Gravitationskonstante nicht genau. In allen Gleichungen
kommt G immer in den Kombinationen GMg,¢e 0der GMsgnne VOr (falls wir die Plane-
tenbewegung um die Sonne betrachten). Mg qe 0der Msonne Waren nicht bekannt. Man
kann Annahmen uber die Dichte der Erde machen und dann aus dem Erdvolumen die
Masse und damit auch G bestimmen. Ein solches Verfahren ist aber sehr unsicher, da
uber die Zusammensetzung der Erde nichts bekannt ist. Die erste direkte Bestimmung
von G wurde von Cavendish (1798) durchgefuhrt.

— Sl

Abb. 18: Berechnungen zum Cavendish Experiment

Zwei kleine Kugeln a und b sind an einem vertikalen dunnen Draht drehbar aufgehangt.
Bei Annaherung von zwei gro en Kugeln in der Position A und B (bzw. in Stellung A’
und B werden die kleinen Massen beschleunigt. Aus der Beschleunigung kann dann
die Gravitationskonstante berechnet werden. Die sehr kleinen Drehbewegungen werden
stark vergro ert, indem man einen Lichtstrahl durch einen Spiegel an der Drehwaage
ablenkt. In der Versuchsanordnung in der Vorlesung be nden sich die Massen a und
b zunachst in der Nahe der Massen A’ und B'. Diese Stellung wurde mehrere Stun-
den beibehalten, so dass die Massen a und b in Ruhe sind. Das Gleichgewicht wird
durch zwei Krafte gehalten: die Gravitationskraft zwischen a und A’ (bzw. b und B")
und eine Ruckstellkraft Fg, die von der Verdrillung des dunnen Drahtes herruhrt. Beide
Krafte sind gleich gro , da die Drehwaage in Ruhe ist. Nun werden die gro en Massen so
getauscht, dass sie in der Stellung A und B sind. Nun wirkten sowohl die Ruckstellkraft
als auch die Gravitationskraft (mit gleichem Betrag) in dieselbe Richtung. Mit dem 2.
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d)

Newtonschen Gesetz erhalten wir

mM mM
(2m)a = 2G = + Fr = 4G =
Somit X
ar
C=om

Die Drehwaage dreht sich nur um sehr kleine Winkel. Wir konnen daher eine konstante
Gravitationskraft annehmen (r = const.). Mit der Auslenkung x der kleinen Massen
X = %at2 erhalten wir a = %—;‘ Aus der Zeichnung nden wir die Beziehung

sin? = % = 5 1 x= }§
L d 2L
also
G = 2Xr? _ dsr?
2ME2 ~ 2MLE2

Bei der Versuchsanordnung in der Vorlesung hatten wir folgende Werte: d= 0,05 m, r=
0,045 m, M= 1,46 kg, L= 14,68 m. Durch Messung von s fur bestimmte Werte von t,
kann man dann die Gravitationskonstante bestimmen. Der Weltmittelwert der Gravita-
tionskonstanten ist G = 6;673 10 ' m3 2kg ®.

Mondbewegung

Abb. 19: Drehung von Erde und Mond um einen gemeinsamen Schwerpunkt C

Wir betrachten die Drehbewegung von Erde (M) und Mond (m) um einen gemeinsa-
men Schwerpunkt C. Wir benutzen ein Koordinatensystem mit dem Schwerpunkt als
Ursprung. Dann gilt mit der De nition des Schwerpunktes:

Mfe = m#y , wobei

fe der Ortsvektor von C zum Erdmittelpunkt und £y, der Ortsvektor zum Mondmittel-
punkt ist. Damit erhalten wir fur die Betrage

m .
v = [ M
re = (re+rw)

m-+M
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Einsetzen von Werten: Abstand Erde - Mond rg +ry = 3;84 108 m, m = 7;35 10%%kg,
M =5;98 10%*kg ergibt.

3 .
re = 4:66 10°m ZRE , wobei

Re der Erdradius ist. Der Schwerpunkt des Erde - Mond Systems liegt somit
im Erdinnern. Erdmittelpunkt und Mondmittelpunkt beschreiben Kreise um den
gemeinsamen Schwerpunkt mit einer Periode von 27,3 Tagen und einem Radius von
e %RE, bzw. 'm.

Die Gezeiten, Ebbe und Flut, entstehen durch die gemeinsame Drehbewegung von Erde
und Mond. Gezeitene ekte lassen sich nutzen, um die Masse des Mondes zu bestimmen.
Zur Berechnung diese E ekte stellen wir uns vor, dass die Erde bei der Kreisbewegung
ihre Orientierung im Raum (im Vergleich zum Fixsternhimmel) beibehalten soll. Die Ei-
genrotation der Erde konnen wir fur die Untersuchung der Gezeiten ignorieren. Sie ist sehr
viel schneller (T= 1 Tag) als die Mondumdrehung (T=27,3 Tage). Sie bewirkt, wie bereits
erwahnt, eine Beschleunigung, die von der Drehachse wegzeigt und liefert keinen Beitrag
zum Unterschied von Ebbe und Flut. Man kann sich nun graphisch die Bahn eines festen
Punktes in der Erde im Laufe einer Mondumdrehung (1 Monat) aufzeichnen. Wenn man
z.B. die Bewegung des Mittelpunktes der Erde untersucht, so sieht man, dass dieser jeden
Monat eine Kreisbewegung beschreibt, die als Mittelpunkt den gemeinsamen Erde-Mond
Schwerpunkt hat und einen Radius von %RE. Zeichnet man die Bewegung eines anderen
Punkt in der Erde (die Orientierung der Erde im Raum bleibt wie vorhin angenommen
bei der Bewegung unverandert), so sieht man, dass auch dieser eine Kreisbahn mit dem
Radius %RE beschreibt, aber dass das Zentrum des Kreises fur jeden Punkt verschieden
ist. Da alle Punkte in der Erde eine Kreisbewegung mit gleichem Radius und gleicher
Umlaufzeit durchfuhren, wirkt auf sie zu einem gegebenen Zeitpunt t die gleiche Zentrifu-
galkraft. Sie zeigt immer vom Mond weg, da sich alle Punkte immer auf der Position des
Kreises be nden, die am weitesten vom Mond entfernt ist. Wahrend die Zentrifugalkraft
fur alle Punkte gleich ist, gilt dies nicht fur die Gravitationskraft des Mondes. Sie ist
gro er fur Massenelemente auf der dem Mond zugewandten Seite und kleiner auf der dem
Mond abgewandten Seite.

Erkldarung der Gezeiten

Abb. 20: Erklarung der Gezeiten durch den Vergleich der (unterschiedlichen) Mondanziehung und
der (gleichen) Zentripetalkraft fur ausgewahlte Punkt in und auf der Erde.

Nun wollen wir den Gezeitenefekt berechnen. Dazu betrachten wir 4 Punkte auf der
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Erdober ache (a Mond zugewandt, ¢ Mond abgewandt, b und d oben, bzw. unten). Ein-
gezeichnet sind die Gravitationskraft des Mondes sowie die fur alle Punkte gleiche Zen-
trifugalkraft. Die resultierende Gesamtkraft am Erdmittelpunkt ist null (beachte: hier
wird nur die Gravitationskraft des Mondes auf ein Massenelement im Erdmittelpunkt
betrachtet, die Gravitationskraft der Erde spielt fur den Unterschied von Ebbe und Flut
keine Rolle). Am Punkt a zeigt sie zum Mond (jFyj > jFzj) und im Punkt ¢ vom Mond
weg(jFyj < jFz]j). Dies ist der Gezeitene ekt. An den Punkten a und ¢ beobachtet man
eine Flut und an b und d Ebbe. Aufgrund der Erdrotation bewegt sich die Flutwelle um
die Erde, sodass alle 12 Stunden Flut auftritt. Die Sonne bewirkt einen ahnlichen E ekt,
der allerdings nur etwa 1/2 so gro ist. Bei Spring ut wirken die Gravitationskrafte von
Sonne und Mond (Neumond) in die gleiche Richtung, so dass die Flut um etwa einen
Faktor 1,5 starker als normal ist.

Berechnung der Gezeitenkraft:

Abb. 21: Berechnung der Gezeitene ekte

Nun wollen wir berechnen, von welchen Gro en die Gezeitene ekte abhangen. Dabei
benutzen wir die Tatsache, die vorhin diskutiert wurde, dass die Zentrifugalkraft fur
alle Punkte in der Erde oder auf der Erdober ache den gleichen Wert annimmt und
somit in der Rechnung nicht berucksichtigt werden muss. Als Ma fur die Gezeitenkraft
muss somit nur der Unterschied der Mondanziehung fur eine Masse am Punkt a (Mond
zugewandt) und einem Referenzpunkt, z.B. dem Erdmittelpunkt, berechnet werden. Die
Anziehungskraft des Mondes auf eine Masse m am Punkt a ist:

m

F, = GM———
: (Re 1)?
und am Erdmittelpunkt

m
Fo = GM =z

Dabei ist M die Mondmasse und r der Abstand vom Erd- zum Mondmittelpunkt. Ein
Ma fur die Gezeitenkraft ist die Di erenz der Krafte F, und F.

1 1
F = Fa Fo=GMm ———— =
a Fo=G (Re r)? r2
r2 (Re r)? r2 r3(Be  1)?
= Mm =GMm r :
© (Re r)yr? © re(Re 1)

Mit der Taylorentwicklung fur x << 1 (Formelsammlung 2.5) ndet man:

@ x" 1 nx
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Damit erhalt man

1 @ s

rz(1 =E)

da F% << 1 folgt

ZRE:r — GM mZRE .

F GMm=35 o

(126)

Die Gezeitenkraft ist also proportional zur Masse des Mondes und umgekehrt proportional
zur dritten Potenz des Erde - Mond Abstandes. Man kann somit die Gezeiten benutzen,
um die Masse des Mondes zu bestimmen. Einsetzen der Werte fur die Sonne (r = 1;50
10m, M =1;99 10%°kg) ergibt

FMOHd —_ MMOI"Id rgonne 22

- 3
I:Sonne MSonne rMond

Die Gezeitenkraft des Mondes ist also etwa doppelt so gro wie die der Sonne.

13.4 Zentralkraft

Bisher haben wir einige Beispiele zur Gravitationskraft untersucht. Wir wollen nun die Ei-
genschaften der Gravitationskraft, wie sie z.B. in den Keplerschen Gesetzen zum Ausdruck
kommen, aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz ableiten. Zunachst bemerken wir, dass die
Gravitationskraft zwischen zwei Massen immer entlang der Verbindungslinie beider Massen ge-
richtet ist und die Starke der Kraft vom Abstand beider Massen abhangt. Solche Krafte nennt
man Zentralkrafte. Sie haben die Form

y

> >
m; n-n m

4

-

X

Abb. 22: Eigenschaften der Zentralkraft

f, 1

if2 #j

Die Eigenschaften solcher Zentralkrafte wollen wir nun naher untersuchen und die Ergebnisse
auf die Gravitationskraft anwenden.

F(r. £1) =T1(r2 £i))
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Drehimpulserhaltung

Falls wir unseren Koordinatenursprung in die Masse m; legen, so gilt fur das Drehmoment
~ =% F =0, da F eine Zentralkraft ist und somit ¥ immer parallel zur Gravitationskraft
F liegt. Da aber ~ = dL=dt = 0, folgt, dass der Drehimpuls des Systems bezuglich des festen
Ursprungs erhalten ist. Dies gilt ebenso fur zeitlich veranderliche Zentralkrafte. Wir werden nun
zeigen, dass das 2. Kepplersche Gesetz aus der Drehimpulserhaltung folgt. Dazu betrachten wir
das System Sonne - Erde, wobei wir die Sonne als Koordinatenursprung annehmen.

B

N T dt
A

Abb. 23: Zur Herleitung des 2. Keplerschen Gesetzes.

Im Zeitraum dt uberstreicht der Fahrstrahl die Flache dF, die der Flache des Dreiecks
SAB mit den Seitenvektoren #(t) und €(t)dt entspricht. Die Flache eines Dreiecks mit den

Seitenvektoren a und B ist
dF = %jajjbj sin\(a;0) = %ja j:

In unserem Fall also 1

dF = Ejf(t) £(t)jdt: (127)
Andererseits ist der Drehimpuls der Erde bezuglich der Sonne gegeben durch

C=¢ p=mr ¢ (128)
Einsetzen in (127) gibt
dF = %jtjdt:

Da jLCj konstant ist, erhalten wir das 2. Keplersche Gesetz

dF

— = const. 129
dt (129)
Der Fahrstrahl uberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

Eine Konsequenz der Drehimpulserhaltung ist also, dass sich Planeten oder Kometen auf ihrer
Bahn in Sonnennahe schnell und in Sonnenferne langsam bewegen.

Potentielle Energie
In Kap. 7.6 hatten wir bereits gezeigt, dass Zentralkrafte konservative Krafte sind. Zum Beweis
hatten wir Kugelkoordinaten verwendet. Nun soll eine anschaulichere Methode benutzt werden,
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Abb. 24: Zentralkrafte sind konservative Krafte

um zu zeigen, dass Zentralkrafte konservativ sind. Wie in Kap. 7.6 gezeigt wurde, kann dann
zur Zentralkraft eine potentielle Energie de niert werden.

Wir betrachten eine Zentralkraft ausgehend vom Koordinatenursprung. Die gestrichelten
Kurven sind zwei Kreisbogen um den Ursprung. Zwei Wege 1 und 2 verbinden die Punkte A
und B. Die beiden Krafte F; und F, sind im Betrag gleich, da sie denselben Abstand vom
Ursprung haben. Ebenso stimmen die Projektionen von d¥; auf F; und df, auf F, miteinander
uberein; sie sind gleich dr, dem Abstand zwischen den beiden Kreisbogen. Somit ist

dFl F]_ = dfz Fz

Die gleiche Uberlegung gilt fur alle Segmente des Weges. Daher folgt
YA B YA B
F]_ dFl = Fz d‘l‘g
A A
Weg 1 Weg 2
Die Arbeit ist somit unabhangig vom Weg, daher ist die Zentralkraft F(r) konservativ. Nach
Kap. 7.6 ist damit eine potentielle Energie de niert mit

Z b

U(b) U= F(r) dr:
a

Dabei ist b = rg und a = ra. Fur die Gravitationskraft ist

Z r

_ GmM |

U(r) U@ = . Tdr

= GmM % 1
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Wir setzen den Nullpunkt der Potentiellen Energie ins Unendliche (a = 1) und erhalten

u(r)= GmM %: (130)

Man benutzt auch oft anstelle der potentiellen Energie das Potential V(r).
1
V(r)= EU(r): (131)

Das Potential ist unabhangig von der Probemasse m und gibt die Starke der Gravitationswech-
selwirkung der Masse M als Funktion von r an. Damit haben wir

Kraft: F(r) = grad U(r) (132)
Gravitationsfeld: ¢g(r) = grad V(r) (133)

Das Gravitationsfeld ist der negative Gradient des Gravitationspotentials.
An jeden Raumpunkt konnen wir einen Vektor g(r) anbringen, der zur Masse M zeigt, sodass
die Kraft auf einen Massepunkt gegeben ist durch

F(r) = mg(r):

Die bisher betrachtete Erdbeschleunigung an der Erdober ache ist ein spezieller Fall von g(r),
namlich g(Rg). Man kann ein Kraftfeld zeichnerisch so angeben wie in der Abbildung angedeu-
tet. Die Richtung des Feldes ist an jedem Punkt tangential zur Linie. Die Kraftlinien werden
so gezeichnet, dass ihre Dichte proportional zur Starke des Feldes ist. Die gestrichelten Linien
geben Aquipotential achen an (Flachen mit gleichem Potential).

Abb. 25: Gravitationsfeld von Erde und Mond. Die Kreise bezeichnen Aquipotentiallinien und die
Pfeile zeigen die Richtung des Gravitationsfeldes (Beschleunigung) an.

Fluchtgeschwindigkeit:
Da die Gravitationskraft konservativ ist, bleibt die Summe von kinetischer und potentieller
Energie fur einen Korper im Gravitationsfeld erhalten. Somit gilt fur zwei verschiedene Orte r;
und r,, an denen der Korper die Geschwindigkeiten v; und v, hat:
1, GmM _1 , GmM

E=K+U=-mv —_—=—mv
2 1 ry 22 rp
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V()

Abb. 26: Gravitationspotential der Sonne mit dem Sonnenradius Rgs

Wir betrachten eine Masse m, die von weit weg (vom Unendlichen) zentral auf die Sonne (Masse
M) fallt. Im Unendlichen (r; = 1) soll die Masse ruhen (v; = 0) und auf der Sonnenober ache
(r, = Rs) die Geschwindigkeit v, = vg haben. Dann erhalt man
r____

; vE = GESM 0y = ZC;'SVI = 617kms=s

Dies ist die Geschwindigkeit, die ein Korper, der im Unendlichen ruht, beim Auftre en
auf die Sonnenober ache hat. Oder: Die Mindestgeschwindigkeit, mit der ein Korper von der
Sonne weggeschossen werden muss, um das Unendliche zu erreichen (Fluchtgeschwindigkeit).
Die Fluchtgeschwindigkeit fur die Erde betragt vg = 11;3kms=s. Bei einem Schwarzen Loch
ist die Fluchtgeschwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit, daher kann kein Korper dem
Gravitationsfeld des Scharzen Loches entkommen.

13.5 Gravitationsfeld einer Kugel

Abb. 27: Berechnung des Gravitationsfeldes einer Kugel.

Wir wollen das Gravitationsfeld einer homogenen Kugel berechnen. Dazu betrachten wir
eine Kugelschale und berechnen die Gravitationskraft auf eine Masse m am Punkt P. Die Masse
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wird von zwei gegenuberliegenden Punkten auf der Schale angezogen. Dadurch heben sich die
transversalen Komponenten von F; und F, auf. Die resultierenden longitudinalen Krafte sind
Ficos undF,cos .Um die Gesamtkraft zu berechnen, brauchen wir also nur die horizontalen
Komponenten zu betrachten. Wir betrachten einen Streifen der Dicke t, Umfang 2 (Rsin ) und
Breite R d . Damit erhalten wir fur das Volumen dV dieser KugelschaledV =2 Rsin tRd =
2 tR?sin d . Die Masse dM der Kugelschale ist dann dM = dV =2 tR?sin d , und die
Kraft dF auf die Masse m:

mdM sin d
dF = G——cos = 2 tR*Gmecos -
X X
: r Rcos
Nun ist cos = T: (134)
Mit dem Cosinus-Satz: x> = r?>+R?> 2Rrcos (135)
RZ + r2 X2
folgt Rcos = @ —
g 2r
Di erenzieren von (135) ergibt:
2xdx = 2Rrsin d (136)
X
oder sin d = —dx
i Ry X
r R2+r2 x2 r2 R2+x2
Damit ergibt sich  cos = r __ — X
X 2rx
rZ  R?+x% xdx
und dF = 2 tR?Gm :
2rx rRx?
1 r? R?
dF = tRGM— ———+1 dx
r X

Dies ist die Kraft, die der Streifen auf die Masse m ausubt. Integration uber x ergibt die gesamte
Kraft, wobei die Integration von r R bis r + R durchgefuhrt wird.

z

r+R r.2 2 r+R r+R
+1 dx = (r* R)x ‘' +x
X2

r R r R r R
= (r* R? ! ! +(r+R) (r R)

r+R r R

_ r R)(t+R) 4 r R(r+R) +9R = 4R
r+R r R

Somit erhalten wir fur die Kraft:

_ ? m__mM
F = 4R t)Gﬁ_Gr—z :

(137)
mit M = 4 R? t als Masse einer Kugelschale der Dicke t. Wir haben ein wichtiges Ergebnis
hergeleitet:

Die Gravitationskraft (und somit das Gravitationsfeld) au erhalb einer Kugelschale ist gleich
der Gravitationskraft eines Massenpunktes, der die gleiche Masse M wie die Kugelschale hat
und sich im Zentrum der Kugelschale be ndet.

Wenn wir unsere Herleitung zuruckverfolgen, so sehen wir, dass dies nur fur Krafte gilt, die
eine 1=r? Abhangigkeit haben. Eine homogene Kugel kann man sich aus vielen Kugelschalen
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zusammengesetzt denken. Daher gilt dieses Ergebnis auch fur homogene Kugeln. Nun betrach-
ten wir einen Korper innerhalb der Kugelschale. Hier ist r < R. Der minimale Abstand zur
Schale ist R r und der maximale Abstand R + r. Wir integrieren also

z

o RY ix= ¢ RC+R) (r R)(r+R)

+(R+r R r)=0
R r X2 R+r R r ( ) )

Die Gravitationskraft innerhalb einer Kugelschale ist null. Dies ist wiederum eine Eigenschaft
einer 1=r? Kraft. Daher gilt diese Aussage z.B. auch fur die elektrische Kraft (Coulombkraft).
Wir konnen nun die Gravitationskraft innerhalb einer homogenen Kugel mit Radius R berech-
nen. Wir betrachten eine Masse m am Punkt P im Abstand r(r < R) vom Zentrum der Kugel.
Mit den bisherigen Ergebnissen wissen wir:

Abb. 28: Gravitationsfeld innerhalb einer Massenschale.

1) Die Kugelschale mit Radien zwischen r und R tragt nicht zur Gravitationskraft am Punkt
P bei, da die Gravitationskraft innerhalb einer Kugelschale null ist.

2) Die Gravitationskraft am Punkt P la t sich so berechnen, als lage die Gesamtmasse der
inneren Kugel (mit Radius r) als Massenpunkt im Zentrum vor.

Die Masse einer Kugel mit Radius r ist M(r) = g r3 , somit erhalten wir fur die Gravitations-
kraft (r <R):
mM (r
( )f = 4 mGrf:
rz r 3 r

Mit der Gesamtmasse der Kugel M = 3 R® erhalten wir (fur r < R)

F(r)y= G

GmM r
F(r) = R rF: (138)
Die potentielle Energie innerhalb der Kugel ist dann
Z r
GmM
U(r) U@ = R3 rdr
a
1GmM ,,
5 R (rc ad) (139)
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Andererseits hatten wir in Kap. 15.4 fur die potentielle Energie au erhalb der Kugel gefun-
den U(r) = G@, wobei wir den Nullpunkt der potentiellen Energie so gelegt hatten, dass
U(r) ¥ 0 furr T 1. Wir mussen nun sicherstellen, dass beide Ausdrucke fur U(r) an der
Kugelober ache denselben Wert geben, denn die potentielle Energie ist uberall stetig. An der
Stelle r = R haben wir die Beziehung

mM 1GmM

v = = 2 A2
GR 2R3(R a%)

2R? = R? a? 1 a2=3R?

Damit erhalten wir fur r < R:

1GmM
U(r) = 7R3

Bisher haben wir die Ergebnisse fur eine ausgedehnte Kugel und einen Massenpunkt hergeleitet.

Man kann aber auch analog zeigen, dass diese Beziehungen fur zwei ausgedehnte homogene

Kugeln gelten. Dies ist eine besondere Eigenschaft eines 1=r? Kraftgesetzes. Wir werden diese

Resultate bei der Diskussion der elektrischen Kraft (Coulomb-Kraft) wiederverwenden.
Zusammenfassung:

(r> 3R?): (140)

Kugelschale:
r<R F(r)=0 U(r)= GmM=R
r R F@)= GmM=r? U(r)= GmM=r
Kugel:
r R F(r)= GmMr=R® U(r)=3;GmM(r? 3R?)=R3
R F(r)= GmM=r? U(r)= GmM=r

13.6 Planetenbewegung

Bisher haben wir nur kreisformige Planetenbahnen betrachtet und haben gezeigt, dass das
3. Keplersche Gesetz aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz abgeleitet werden kann. Eine
Kreisbahn ist ein Spezialfall einer Ellipsenbahn. Man kann zeigen, dass sich der allgemeine Fall
der Ellipsenbewegung aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz ergibt und auch das 3. Kepler-
sche Gesetz fur eine Ellipsenbahn gilt. Die mathematischen Voraussetzungen ubersteigen die
Moglichkeiten im 1. Semester. Eine systematische Herleitung des 1. und 3. Keplerschen Ge-
setzes wird im Rahmen der Theoretischen Physik durchgefuhrt (Kepler Problem). Wir wollen
hier die mathematische Herleitung ubergehen, aber das Resultat ausfuhrlich diskutieren. Wir
betrachten eine Zentralkraft mit einer 1=r> Abhangigkeit.

E— k r

r2 jfj

wobei k eine Konstante ist. Positives k bedeutet eine absto ende und negatives k eine anzie-
hende Kraft. So ist z.B. fur

Gravitationskraft: k GmM

1
Coulombkraft: k = 4—.,Q1Q2 ;
0
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' I Gmym,
S
(b )

a) Potentielle Energie einer Punktmasse m; a) Potentielle Energie einer Punktmasse m;
im Abstand r vom Mittelpunkt einer im Abstand r vom Mittelpunkt einer
Kugelschale mit Radius R und Masse m. Vollkugel mit Radius Ry und Masse m.

b) Kraft auf eine Punktmasse m;. b) Kraft auf eine Punktmasse m;.
(negatives Vorzeichen entspricht Anziehung) Fur r < Ry nimmt die Kraft linear
Die Kraft verschwindet fur r < R. mit r zu.

wobei m die Masse des Planeten und M die Sonnenmasse ist. Q; und Q, sind die elektrischen
Ladungen und " ist eine Konstante (mehr dazu im 2. Semester). Wir behandeln hier den Fall,
dass das Kraftzentrum (z.B. Sonne bei der Planetenbewegung) im Punkt r =0 xiert ist. Man
kann zeigen, dass der kompliziertere Fall zweier Korper, die sich um einen gemeinsamen Schwer-
punkt bewegen, auf diesen einfachen Fall zuruckgefuhrt werden kann. Mit dem 2. Newtonschen
Gesetz erhalten wir dann die Bewegungsgleichung:

_kor

= J?J (141)

Die Losung dieser Di erentialgleichung ist als Kepler Problem bekannt. Man erhalt eine Bahn-
kurve, die durch folgenden Ausdruck gegeben ist:
" #
1k 2EL? 7
= cos (142)

— +
L2 . ! k2m

Dabei ist L der Drehimpuls, E die Gesamtenergie (kinetische + potentielle Energie), m ist die
Masse des bewegten Korpers (z.B. Planeten). Diese Bahnkurve ist so zu verstehen, dass sich
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die Bahn von einem Koordinatenursprung O aus gesehen unter einem Winkel im Abstand
r be ndet. Dies ist die Darstellung eines Kegelschnittes (Ellipse, Kreis, Parabel, Hyperbel) in
Polarkoordinaten. Allgemein kann man in der analytischen Geometrie einen Kegelschnitt in
folgender Form angeben.

1 1
- =—(1 ecos 143
= ) (143)
e ist die Exzentrizitat und s ist ein Ma stabsfaktor. Gleichung (143) beschreibt vier Kurven-
formen.
Kreis: e=0

Ellipse: O<exl1
Parabel: e=1
Hyperbel: e>1
Fur e = 0 erhalten wir keine -Abhangigkeit und somit konstantes r (der Faktor s ist in die-
sem Fall unendlich). Fur 0 < e < 1 bleibt r endlich und variiert von rmax = se=(1 e) bis
rmin = se=(1 +e). Dies ist eine Ellipse. Die Exzentrizitat hat dabei eine anschauliche Bedeu-
tung.
max Tmin _ 76 e _1+e (1 e)
rmax + 'min B 1—1e+ﬁ T l4+e+1 e

=e (144)

Fur e > 1 gibt es zwei Winkel, bei denen 1 ecos = 0 und damit r = 1 wird. Dies ist eine

Hyperbel. Fur e = 1 wird r nur bei = 0 unendlich gro , dies ist eine Parabel. In unserem Fall
ist
2EL2 *7?
= 1+ 14
e 2m (145)

Die Gesamtenergie ist gegeben durch

— 1 2 k
E= §mv + Pt (146)
Die kinetische Energie ist immer positiv. Die potentielle Energie kann positiv (k > 0: absto ende
Kraft) oder negativ (k < 0: anziehende Kraft) sein. Fur absto ende Krafte mit k > 0 ist somit
die Gesamtenergie immer positiv. Mit (145) sehen wir, dass somit nur Hyperbelbahnen fur
absto ende Krafte moglich sind. Fur anziehende Krafte (k < 0) ist E positiv, falls die kinetische
Energie gro er als die potentielle Energie ist. Dann erhalten wir Hyperbelbahnen (e > 1). Im
umgekehrten Fall (E < 0) ergeben sich Kreis- oder Ellipsenbahnen (0 e < 1). Den Grenzfall
E = 0 (e = 1) beschreibt eine Parabelbahn. Dabei ist interessant zu beobachten, dass der
Unterschied zwischen Ellipse und Hyperbel, d.h. zwischen geschlossener und o ener Bahn, nur
durch das Vorzeichen von E gegeben ist und nicht vom Wert fur den Bahndrehimpuls L abhangt.
In unserem Fall der Gravitationskraft, die immer anziehend ist, haben wir mit k = GmM.

LA #
1 Gm2M 2EL2 P
rm e b Yemewe O
mit der Exzentrizitat
2EL2 P
e= 1+ G2m3M?2 .
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Kreisbahn: Fur den speziellen Fall einer Kreisbahn wollen wir nun zeigen, dass e = 0 ist. Wir
setzen Gravitationskraft gleich Zentripetalkraft

r—
2 mM M
mv— =G—5— und erhalten v = G—:
r r r
Der Drehimpuls ist rG
M )
L=mvr=mr - = GMm?r:
Die Gesamtenergie ist dann
1 M 1 M
E=:m? G4 = ¢ <o
2 r 2 r
und somit i
ez 1+ GmM GMm?r 7% o
- rG2 m3 M2 o

Anhand der folgenden Abbildung wollen wir nun verschiedene Bahnen betrachten, die alle
durch den Punkt P verlaufen und senkrecht auf der Verbindungslinie von P zum Kraftzentrum
O stehen. Sie unterscheiden sich durch die Geschwindigkeit am Punkt E) In der Abbildung

wird das Verhaltnis _der Geschwindigkeit v einer Kreisbahn vo(vo = = GMz=r, = vg=V)
angegeben: Fur < ° 2 erhalten wir gestgllossene Bahnen (Ellipsen) und fur > " 2 o ene
Bahnen (Hyperbeln). Den Grenzfall =" 2 bildet die Parabel.
o= |45
@ =330fx = 1.65 %= 3
a = L30

Abb. 29: Beispiele zu Planetenbahnen und Hyperbelbahnen.

G. Herten 96 Experimentalphysik



13.6 Planetenbewegung

Das 3. Keplersche Gesetz:

Aus den Ellipsenbahnen kann man die Beziehung

T? =

4 2a3
GM

(147)

ableiten, die dem 3. Keplerschen Gesetz entspricht. Dabei ist a die gro e Halbachse der Ellipse.
Diese Beziehung wird bei den Planetenbahnen sehr gut erfullt, wie aus der folgenden Abbildung
und Tabelle zu erkennen ist.

100 &
- Pluto
L
i
< Jok
-, -
_§ -
5 L
.o pom
'a e
=
° L
<
o
a0 |.0
i
1~ §
Merkur|-
0.1 | ol ot 4 Loirld
107 108 10° to'®
Periode. s
Be Halbach
Planet |B™O"° A;.be.ac s€ Periode, s Exzentrizitit Inklination Masse, kg
Merkur 0,387 7.60-10° 0205 | 7700 | 3.28-10% |
Venus 0,723 1,94 -107 0.006 3° 2% 4.83-10%
Erde 1,000 3,16-107 0,016 5.98-1024
Mars 1,523 5,94-107 0.093 1° 51" 6.37-1023
Jupiter 5,202 3,74 -108 0.048 1°18 1.90-1027
Saturn 9,554 9,30-108 0.055 2° 29’ 5.67-10%
Uranus 19,218 2,66 - 10° 0,046 0° 46’ 8.80- 1025
Neptun 30,109 5,20-10° 0,008 1° 46’ 1.03- 1026
Pluto 39,60 7,82-10° 0,246 17° 7 54 -10%

Abb. 30: Zusammenhang zwischen den gro
Parameter der Planetenbahnen.

en Halbachsen und den Umlaufzeiten fur Planetenbahnen.

Eine Astronomische Langeneinheit (A.E.) ist der Mittelwert des gro ten und kleinsten Ab-
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standes der Erde von der Sonne:
1
LAE: = 5(rmax + Fmin)Erde = 1495 10"m

Ein Parsec ist die Entfernung, in der eine Lange von 1 A.E. unter einem Winkel von 1
Sekunde gesehen wird.

[
S

Abb. 31: Zur De nition der Langeneinheit Parsec.

s =r

Mit s = 1AE: ; L L

~ 1803600 _ 2:06
r = >=3084 10%m

10 ° erhalten wir

Die Entfernung von der Sonne zum nachsten Stern betragt 1,31 Parsek. Eine andere wichtige
Langeneinheit ist das Lichtjahr.

1 Lichtjahr =c¢ 1 Jahr =2;998 10® 365;25 3600 24m =9:46 10%®m:

Die Inklination, die in der Tabelle erwahnt wird, ist der Winkel zwischen der Bahnebene eines
Planeten und der Bahnebene der Erde (Ekliptik).

13.7 Allgemeine Relativitatstheorie (Intermezzo)

Das Newtonsche Gravitationsgesetz stimmt sehr gut mit den beobachteten Planetenbewegun-
gen uberein. Allerdings ist das Newtonsche Gesetz ein Spezialfall der Allgemeinen Relati-
vitatstheorie. Die Newtonsche Theorie gibt guteUbereinstimmung, solange die betrachteten
Massen nicht zu gro sind. Um ein Ma dafur zu bekommen, wann gro e Abweichungen auf-
grund der Allgemeinen Relativitatstheorie zu erwarten sind, betrachten wir noch einmal unsere
Herleitung der Fluchtgeschwindigkeit in Kap. 13.4. Ein Korper, der das Gravitationsfeld eines
Sterns verlassen kann, benotigt die kinetische Energie

—mv
2 R

Diese Beziehung ergab in 13.4 die Fluchtgeschwindigkeit. Nun wollen wir eine andere Frage
untersuchen. Auf welchen Radius R muss die Masse M komprimiert werden, damit die Flucht-
geschwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit wird? Dann hatten wir ein schwarzes Loch.

1, GmM
mve = ———
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Sogar Licht ware nicht mehr in der Lage, aus dem Gravitationsfeld des Sterns zu entkommen.
Wir setzen v = ¢ und erhalten 2GM

Dieser Radius hei t Schwarzschild-Radius. Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick uber den

Schwarzschild-Radius Rg und das Verhaltnis von Rg zum geometrischen Radius von Erde, Sonne
und Neutronensternen.

(148)

R{m] RsR
Erde 9 103 10 °
Sonne 3 10° 10 °

Neutronenstern 3 10% 0:3

Das Verhaltnis Rs=R ist ein Ma dafur, wie stark E ekte der Allgemeinen Relativitatstheorie
in der Nahe von Massen sind.

Einsteins Ausgangspunkt bei der Entwicklung der Allgemeinen Relativitatstheorie war
die Tatsache, dass schwere Masse und trage Masse gleich sind. Angenommen wir be nden
uns in einem Kasten, der in einem Gravitationsfeld fallt. Da alle Korper gleich schnell fal-
len, macht sich das Vorhandensein eines Gravitationsfeldes nicht bemerkbar. Alle Korper
erscheinen vielmehr kraftefrei (schwerelos) und bewegen sich fur den Beobachter im Kas-
ten gema dem 1. Newtonschen Gesetz (Tragheitsgesetz), namlich mit konstanter Geschwin-
digkeit auf einer geraden Bahn. Wir hatten fruher festgestellt, dass ein System, in dem
das Tragheitsgesetz gilt, ein Inertialsystem ist. Somit kann man ein frei fallendes Bezugs-
system als Inertialsystem im Kleinen au assen. Mit \im Kleinen" soll angedeutet wer-
den, dass dieses System so klein ist, dass \Gezeitene ekte"™ vernachlassigt werden konnen.
Bei einem gro en Kasten hatten wir namlich den E ekt (ahnlich wie die Gezeiten auf
der Erde), dass ein Korper, der sich naher am Stern be ndet, starker beschleunigt wurde
als ein Korper, der weiter entfernt liegt. Ein Beobachter im Kasten wurde dann beobachten,
dass sich beide Korper voneinander entfernen. Bei Betrachtung eines kleinen Raum - Zeit Be-
reiches konnen wir somit den Grundgedanken der Allgemeinen Relativitatstheorie festhalten:
In einem Gravitationsfeld frei fallende Bezugssysteme sind Inertialsysteme. Es ist instruk-
tiv die Newtonsche und Einsteinsche Au assung von frei fallenden Bezugssystemen ge-
genuberzustellen.

Newton: Es existiert ein gro es, globales Inertialsystem. Darin wirken Gravitationskrafte, die durch
die Massenverteilungen hervorgerufen werden. Auf fallende Korper wirkt eine Kraft.

Einstein: Frei fallende Bezugssysteme sind Inertialsysteme im Kleinen. Die Massenverteilungen be-
stimmen die Relationen der Inertialsysteme untereinander. Fallende Korper bewegen sich
kraftefrei.

In fast 10 jahriger Arbeit gelang es Einstein, die Feldgleichungen der Allgemeinen Relati-
vitatstheorie zu nden, die aus der Massenverteilung Relationen zwischen den einzelnen lokalen
Inertialsystemen herstellen. Wir wollen nun einige E ekte der Allgemeinen Relativitatstheorie
zusammenstellen.
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a)

b)

d)

Rotverschiebung

Betrachten wir einen Lichtstrahl, der von einem Stern (Radius R) ausgesandt wird, im
Gravitationsfeld hochsteigt und auf die Erde tri t, so stellen wir fest, dass das Licht mit
verminderter Energie (kleinerer Frequenz) ankommt. Wenn wir diese Rotverschiebung

durch den Frequenzunterschied = " ausdrucken, so erhalten wir
: V _ Rs
Rotversch ng:. —=-—5=_= 14
otverschiebung 2 'R (149)

V ist die Di erenz zwischen dem Gravitationspotential auf der Sternober ache (V (R) =
%) und auf der Erdober ache (V  0). Rg ist der Schwarzschild-Radius des Sterns.

Lichtablenkung

Ein Lichtstrahl wird in der Nahe gro er Massen abgelenkt. Dies kann man z.B. beob-
achten,wenn man Sterne betrachtet, kurz bevor sie hinter der Sonne verschwinden. Dann
wird das Licht aus seiner geraden Bahn um den Winkel abgelenkt.

2R
R

Rs ist der Schwarzschild-Radius und R der geometrische Radius der Sonne.

Lichtablenkung =

(150)

Perihelverdrehung

Nach der Newtonschen Theorie bewegen sich die Planeten auf Ellipsen mit der Sonne
in einem Brennpunkt. Die Einsteinsche Theorie korrigiert die Aussage so, dass sie ro-
settenformige Planetenbahnen vorhersagt, d.h. die Langsachse der Ellipse rotiert um die
Sonne. Somit dreht sich der sonnennachste Punkt der Ellipse, das Perihel, um die Sonne.

Aphel

Planet
(3

Die Messung der Periheldrehung des Merkur war eine wichtige Bestatigung der Allgemei-
nen Relativitatstheorie. Man ndet fur den Winkel der Periheldrehung

Periheldrehung: 5 = g% (151)

fur einen Planeten im Abstand r von der Sonne. Rs ist wiederum der Schwarzschildradius
der Sonne.

Verhalten von Uhren

Nach der Allgemeinen Relativitatstheorie gilt:
In der Umgebung schwerer Massen ist der Gang von Uhren verlangsamt.
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f)

14

Wir betrachten eine Uhr auf der Sternober ache, die eine Zeitdauer Tr mi t. Dasselbe
Ereignis wird von einer im Unendlichen (d.h. weit weg) ruhenden Uhr als T, gemessen.
Dann gilt der Zusammenhang
Rs _

Tr= 1 R Ta: (152)
Diese Vorhersage wurde auf eindrucksvolle Weise auf der Erde bestatigt. Z.B. betrachtet
man zwei Atomuhren: eine bleibt auf der Erdober ache und eine zweite wird im Flug-
zeug um die Erde ge ogen. Beim anschlie enden Vergleich der beiden Uhren konnten die
Vorhersagen der Speziellen und Allgemeinen Relativitatstheorie bestatigt werden. Diese
E ekte mussen auch bei der Koordinatenbestimmung auf der Erde mit dem GPS Sys-
tem berucksichtigt werden. Sonst wurde es im Laufe der Zeit zu Ortsungenauigkeiten von
einigen Kilometern kommen.

Verhalten von Ma staben

Ein im Gravitationsfeld be ndlicher Ma stab schrumpft. Ein Ma stab, der im Abstand
R von einer Masse die Lange Lgr hat, hat im Unendlichen (d.h. r >> R) die Lange L.

R
LR - 1 ﬁ I—l: (153)

Ausdehnung des Universums

Eine wichtige Anwendung der Allgemeinen Relativitatstheorie ist die Beschreibung des
Universums. Seit dem Urknall expandiert das Universum. Man kann die Gleichungen
der Allgemeinen Relativitatstheorie verwenden, um die Ausdehnung des Universums zu
beschreiben. Allerdings benotigt man dazu Messungen uber den Energie- und Masseinhalt
des Weltalls.

Dazu gab es in den vergangenen Jahren bahnbrechende Experimente, mit denen die Ei-
genschaften des Universums bestimmt werden konnten. Die Ergebnisse zeigen, dass ca.
73% der Energie als dunkle Energie vorliegt. Diese bewirkt eine Anti-Gravitation, sodass
sich das Universum mit immer gro erer Geschwindigkeit ausdehnt. Au erdem weiss man
nun, dass weitere 22% der Energie in Form von dunkler Materie existiert. Man nimmt
an, dass dies eine neue Form von Elementarteilchen ist, die moglicherweise ab 2007 in
Teilchenphysikexperimenten am LHC im CERN nachgewiesen werden konnen. Die uns
bekannte Materie aus Quarks und Leptonen macht nur ca. 5% der Materie und Ener-
gie des Universums aus. In den kommenden Jahren werden wir durch Entdeckungen in
der Teilchenphysik und Astrophysik sicherlich neue spektakulare Erkenntnisse uber unser
Universum gewinnen.

Mechanik deformierbarer Korper

Bisher haben wir die Physik eines starren Korpers untersucht. Er ist dadurch charakterisiert,
dass die Massenelemente ihre relative Position immer einhalten. Flussigkeiten und Gase konnen
ihre Form sehr leicht andern; Gase nehmen sogar das Volumen des sie umgebenden Gefa es
vollstandig ein.
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14.1 Druck und Dichte

Bei festen Korpern kann eine au ere Kraft unter jedem Winkel auf die Ober ache wirken. Bei
Flussigkeiten und Gasen steht die Kraft aber immer senkrecht zur Ober ache. Jede tangentiale
Kraftkomponente wurde eine Stromung verursachen. Daher benutzt man zur Beschreibung von
Flussigkeiten und Gasen den Druck p. Der Druck ist das Verhaltnis der Normalkraft zur Flache
A.

F
=— 154
A (154)
Als Einheit fur Druck verwendet man Pascal (Pa).
1Pa = IN/m” = 10 bar = 0;9869 10 Satm =0;7501 10 2 Torr
Die Dichte (Masse durch Volumen) = m=V andert sich kaum als Funktion der Temperatur

fur Flussigkeiten, aber stark fur Gase.

(p+dp)
A

d))// W

y:

Wir betrachten eine Flussigkeitsscheibe innerhalb der Flussigkeit. Diese Scheibe ist im
Gleichgewicht, d.h. die Summe aller au eren Krafte ist null, wobei auch die Gewichtskraft
dw der Scheibe zu berucksichtigen ist. Insgesamt erhalten wir

pA = (p+dp)A+dw = (p+dp)A+ gAdy (155)
und somit
dp = gdy oder
To= (156)

Fur eine Flussigkeit im Gleichgewicht gibt diese Gleichung den Druck als Funktion der Hohe
an.
Integration ergibt:

Zp Zy

' = g dy
Po Yo

P Po = aly Yo) (157)
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Falls wir fur y, die Flussigkeitsober ache wahlen, so ist po der Luftdruck, der auf diese Ober-
ache wirkt. Dann erhalten wir den Druck als Funktion der Flussigkeitstiefe h =y, y;

p=po+ gh (158)

Diese Formel beschreibt z.B. den Wasserdruck im Meer als Funktion der Wassertiefe h.

Barometrische Hohenformel

Luft

dp

= R= - apge” %

Normatmosphare

1T T1T 17 T T r~-r-ryr- 1 vrrTrTvTrTorTrTr
10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tiefe/km Meeres- Hohe/km
niveau

Abb. 32: Wasserdruck und Luftdruck als Funktion von Wassertiefe und Hohe.

Naherungsweise kann man eine analoge Formel fur Gas aufstellen, um den Luftdruck als
Funktion der Hohe zu berechnen. Nun mussen wir allerdings berucksichtigen, dass die Dichte
von Gas nicht konstant ist, sondern sich ungefahr proportional zum Druck verhalt.

P
— = 159
o Po (159)
Spater werden wir sehen, dass diese Beziehung nur fur ideales Gas bei konstanter Temperatur
gilt (Boyle-Mariotte-Gesetz). o und pg seien Dichte und Druck auf der Meeresober ache.
Dann erhalten wir mit (156):

o _
d
Z, 7,
P dp 09
o oo W
Po p pO 0
nP = 9,
Po Po
h
p = poexp( —20) (160)

Dies ist die barometrische Hohenformel fur Luftdruck. Einsetzen von typischen Werten

(0=1;20kg/m® ; po=1;01 10° N/m?
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ergibt, dass der Luftdruck in 6 km Hohe nur noch etwa halb so gro ist wie der Druck auf
Meereshohe.

Messung von Druck

Mefleitung Vergleichsdruck
p‘ ‘ Po

Skala

I

H MeRflussigkeit
¥ Dichte ¢

Po—p=ap=ghg

Abb. 33: Funktionsweise des Quecksilberbarometers und des Flussigkeitsmanometer.

Evangelista Torricelli (1608-1647) erfand das Quecksilberbarometer, mit dem man den Luft-
druck messen kann. Es besteht aus einem mit Hg gefullten langen Rohr, das an einem Ende
geschlossen ist und mit dem anderen in ein Quecksilberbad getaucht wird. Bei normalem at-
mospharischem Druck hat die Quecksilbersaule eine Lange von 760 mm.

Zum Messen von Druckdi erenzen kann man ein Flussigkeitsmanometer benutzen. Dabei
wird ausgenutzt, dass eine Druckdi erenz p po an beiden Enden des Rohres zu einer unter-
schiedlichen Hohe der Flussigkeitssaule fuhrt, sodass

P po= gh:
Bei hohem Druck verwendet man als Flussigkeit Quecksilber, bei geringem Druck Wasser.

Pascalsches Prinzip

Wirkt auf eine eingeschlossene Flussigkeit (oder Gas) ein Druck, so breitet sich dieser mit
gleicher Starke aus (hydrostatischer Druck) und wirkt auf die Wandungen des Gefa es. Diese
Prinzip kann man ausnutzen, um mit gerimgem Krafteinsatz gro e Lasten zu heben, z.B. beim
Wagenheber oder der hydraulischen Presse. Da der Druck an beiden Enden des Wagenhebers
gleich ist gilt

p= A A
wobei f und a die Kraft und Flache auf der rechten Seite (kleiner Querschnitt) und F und A
die entsprechenden Gro en auf der linken Seite sind. Somit lasst sich die Kraft ¥ berechnen,

die aufgewandt werden muss um das Auto mit der Gewichtskraft F = mg hochzuheben:

a
f=F—
A

Archimedisches Prinzip
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Abb. 34: Hydraulische Wagenheber

Ein in eine Flussigkeit getauchter Korper erfahrt einen Auftrieb, der vom Flussigkeitsdruck
herruhrt.

=PV g hydrostat. Auftrieb
Py F>F, schwimmen
F=Fy schweben
F<Fy sinken

Abb. 35: Krafte auf einen eingetauchten Korper.

Der Druck wird umso gro er, je tiefer der Korper eintaucht. Die Resultierende aller Krafte
bewirkt eine nach oben gerichtete Kraft (Auftrieb). Die Gro e dieser Kraft kann man bestim-
men, wenn man zunachst annimmt, dieses Volumen sei mit der gleichen Flussigkeit gefullt.
Dann kompensiert das Gewicht dieser Flussigkeitsmenge die Auftriebskraft, sodass sich dieses
Volumen im Gleichgewicht be ndet. Die Kraft auf die Ober ache eines eingetauchten Korpers
hangt aber nicht von seiner Materialbescha enheit ab. Daher muss die Auftriebskraft fur al-
le Korper gleich der Gewichtskraft der verdrangten Flussigkeitsmenge sein (Archimedisches
Prinzip). Man muss dabei beachten, dass die Auftriebskraft im Schwerpunkt des verdrangten
Flussigkeitsvolumens wirkt. Die Gewichtskraft hingegen wirkt im Schwerpunkt des eingetauch-
ten Korpers. Dadurch kann ein eingetauchter Korper gedreht werden, sodass er mit dem schwe-
reren Ende nach unten zeigt.

U-Rohr mit zwei Flussigkeiten

Ein U-Rohr sei teilweise mit Wasser und mit Quecksilber gefullt. Beide durchmischen sich
nicht. Entlang der Horizontalen Linie durch den Punkt a herrscht gleicher Druck in beiden
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Abb. 36: U-Rohr mit zwei unterschiedlichen Flussigkeiten.

Rohrabschnitten. Deshalb mussen die Flussigkeitssaulen auf beiden Seiten oberhalb dieser Linie
den gleichen statischen Druck erzeugen.

Hgdhi = waghy
wo_
Hg h2

Mit dieser Gleichung kann man die Dichte von Quecksilber bestimmen. Man ndet

—mn 9.
Hg = 13,6 —:

14.2 Ober achenspannung

Im Inneren einer Flussigkeit ist jedes Molekul von anderen Molekulen umgeben. Unterein-
ander wirkende Krafte heben sich auf. Fur Molekule in der Nahe der Flussigkeitsober ache
ist die resultierende Kraft aber im allgemeinen von null verschieden. Dies ist in der folgenden
Abbildung verdeutlicht:

Abb. 37: Krafte an der Ober ache einer Flussigkeit (links). Flussigkeitssaule beim Herausziehen eines
Drahtbugels aus einer Flussigkeit (rechts).

Die Kreise sollen den Radius r der Wirkungssphare eines Molekuls andeuten. Die Molekule
M, und Ms innerhalb der Grenzschicht erfahren eine resultierende Kraft in das Innere der

G. Herten 106 Experimentalphysik



14.2 Ober achenspannung

Flussigkeit. Die Dicke dieser Grenzschicht ist etwa 10 ° m bei Flussigkeiten. Es muss Arbeit
verrichtet werden, um ein Molekul aus dem Inneren in die Grenzschicht zu befordern. Man muss
Kraft aufwenden, um die Ober ache zu vergro ern. Die Grenzschicht wirkt wie eine Lamelle, die
der Flussigkeit eine Ober achenspannung verleiht. Als Beispiel betrachten wir einen Drahtbugel
der Lange “, der in eine Flussigkeit getaucht wird. Beim Herausziehen spannt sich innerhalb
des Bugels eine Flussigkeitslamelle auf.

Die Ober achenspannung de niert man nun durch

_am Rande angreifende Kraft
B Lange des Randes

(161)

Beim Bugel haben wir zwei Ober achen, sodass die Gesamtlange des Randes 2 “ betragt. Durch
Messung der aufwarts ziehenden Kraft F (kurz vor dem Abri des Flussigkeits Ims) kann man
dann die Ober achenspannung messen.

_F.

=
Einige Zahlenwerte fur die Grenzschicht gegen Luft sind (bei 18 C in N/m):

(162)

Hg 0.471
H,0 0.073
Benzol 0.029
Olivenol 0.033

Der energetisch gunstigste Zustand wird erreicht, wenn die Ober ache minimal wird. Wirken
keine anderen Krafte, so haben Flussigkeitstropfen Kugelgestalt, da die Kugel fur gegebenes
Volumen von allen Korpern die kleinste Ober ache hat. Experimentell kann man an verschie-
denen Drahtgestellen, die man aus einer Flussigkeit zieht, erkennen, dass die Lamelle immer die
minimale Ober ache annimmt. Auf die Molekule an der Ober ache einer konvex gekrummten
Ober ache wirken Krafte, die ins Innere des Tropfens zeigen. Dadurch entsteht ein sogenannter
Normaldruck in der Flussigkeit.

Abhingigkeit der Oberfli- ~——
chenspannung von der Krimmung der =
Oberfliche: a) ehene, b) konvexe, ¢) kon-
kave Oberfliche

Abb. 38: Abhangigkeit der Ober achenspannung von der Krummung der Ober ache: a) ebene, b)
konvexe, c) konkave Flussigkeitsober ache.

Fur den Fall einer Kugelober ache ndet man den Normaldruck p (Uberdruck)
p=— (163)

wobei r der Radius der Kugel ist. Dies bedeutet, dass kleine Tropfen einen gro eren Innendruck
haben als gro e Flussigkeitskugeln. Dies kann man experimentell zeigen, indem man uber ein
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Rohr zwei verschieden gro e Seifenblasen verbindet. Bei Seifenblasen betragt der Innendruck
p = 4 =r, da es eine innere und au ere Ober ache gibt. Man beobachtet, dass die kleine
Blase aufgrund des gro eren Druckes die gro e Blase aufblast. Dieser Versuch zeigt deutlich
den Unterschied zwischen der Ober achenspannung und einer elastischen Spannung (z.B. bei
einem Luftballon). Der Druck in der gro eren Seifenblase kann nur deshalb geringer sein, weil
die Ober achenspannung in beiden gleich ist. Beim Luftballon ist die Spannung und damit der
Druck hoher in der gro eren Blase.
Fur kleine Tropfen konnen diese Normaldrucke sehr gro e Werte annehmen. Ein Quecksil-
berkugelchen von r = 0;1 m hat z.B. einen Druck von p = 10 M Pa. Es gelingt nicht, dieses
Kugelchen durch Zusammendrucken von zwei Glasplatten zu verformen.
Wir betrachten nun einen Tropfen Ol auf einer Wasserober ache. An den einzelnen Grenz achen
wirken Ober achenspannungen.

Oltropfen auf o
wasseroberfliche. Die Pleile
stellen die Krifte der jewei-
ligen Oberflichenspannung
dar.

E‘lgli\i\‘lli

i
|
I

Abb. 39: Oltropfen auf einer Wasserober ache.

Die Ober achenspannung ( 1, = 0;0725 N/m) des Wassers gegen Luft ist gro er als die
Summe der Ober achenspannungen von Wasser gegen Ol ( 13 = 0;0182 N/m) und Ol gegen
Luft ( ,3 = 0;032 N/m). Dadurch wird der Oltropfen immer weiter auseinander gezogen, bis
sich ein dunner Ol Im auf der Wasserober ache bildet. Beim Hinzufugen von einem Tropfen
Spulmittel wird die Ober achenspannung des Wassers verringert, sodass 1, < 23 + 13 ist.
Nun zieht sich der Ol Im zusammen, und man beobachtet wieder Oltropfen.

Kapillaritat

Wir wollen nun die Flussigkeitsober ache in der Nahe der Gefa wand untersuchen. Molekule
an der Wand erfahren anziehende Krafte von den Flussigkeitsmolekulen und von den Mo-
lekulen in der festen Wand. Die Flussigkeit bildet einen Randwinkel > mit der Gefa wand,
den man ableiten kann, wenn man annimmt, dass auch an der Ober ache fester Sto e eine
Ober achenspannung herrscht.

Man erhalt

12+ 23C087 = g3

oder
13 12

cos” = ———= (Kapillargesetz) (164)
23
Fall (a) ist eine benetzende Flussigkeit an der Gefa wand ( 13 > 1) und Fall (b) eine nicht
benetzende Flussigkeit ( 13 < 1, z.B. Hg an Glas).

Im Fall (a) kann man noch 3 weitere Falle unterscheiden:

1) 13 12> 23
In diesem Fall gilt das Kapillargesetz nicht, da jcos ”j > 1 wird. Es gibt keinen statischen

Fall, die Flussigkeit kriecht standig an der Wand hoch (z.B. Petroleum an Glas).
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Nichtbenetzende
Benetzende Flissigkeit Fliissigkeit an einer GefiilBwand
an einer GefiBwand o, 3 > o, 01 3 < Opq

2) 13 2= 2 (7=0)
Die Flussigkeit ist vollstandig benetzend.

3 13 122< 23 (7<9)
Dies ist der eingezeichnete Fall, z.B. Wasser an Glas.

Diese E ekte treten deutlich in Erscheinung bei dunnen Kapillaren. Die Flussigkeit, z.B. Wasser,
steigt in dunnen Kapillaren hoch. Die Steighohe ist gegeben durch

2 cos”
h="ry (165)

wobei r der Radius der Kapillare ist. Bei Quecksilber wird die Flussigkeitssaule abgesenkt.

Kapillaraszension Kapiliardepression
T3>0y, G13<012
0137012<023 Kapiliare Ty137012<0)3
Gas oder 3
Dampf "
N '1'%»473 3 Konvexer
- ; 3 Meniskus
1.3 3 Konkaver - Y
Mentskus N i Randwinkel 4
! h
0 :
1.2 U P
. 2
e et
Flissigkeit 2r Flissigkeit

Abb. 40: Beispiele zur Kapillarwirkung.
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Die Kapillarwirkung spielt eine gro e Rolle in der Natur; z.B. beim Aufsteigen von
P anzensaften in Baumen. Aber auch beim Aufsteigen von Wasser im Schwamm, Tinte im
Loschblatt, Petroleum im Lampendocht und Fleckentfernung durch Spulmittel.

14.3 Stromungen

Um Stromungen von Flussigkeiten zu beschreiben ist es zweckma ig, die Dichte und die
Stromungsgeschwindigkeit v an jedem Ort als Funktion der Zeit anzugeben.

(X;y;z;t)
v o= v(Xy;Z;1)

ist ein Skalar und v ein Vektor. Man bezeichnet daher (X;y;z;t) auch als Skalarfeld und
v(X;y;z;t) als Vektorfeld.
Wir unterscheiden verschiedene Arten von Stromungen in Flussigkeiten und Gasen:

1) Bei einer stationaren Stromung ist die Geschwindigkeit an jedem Ort zeitlich konstant.
v =v(X;Y;2)

Dies kann man z.B. bei einem langsam stromenden Fluss sehen. An einem bestimmten
Punkt im Fluss bewegen sich alle Teilchen mit einer zeitlich konstanten Geschwindigkeit.
Bei instationaren Stromungen, z.B. Flutwelle, andert sich die Geschwindigkeit mit der
Zeit.

2) Eine Stromung kann wirbelfrei oder wirbelbehaftet sein. Wenn in der Flussigkeit keine
Rotationsbewegung um einen Punkt auftritt, liegt eine wirbelfreie Stromung vor. Ein
Propeller in einer stromenden Flussigkeit bewirkt eine Rotation. Die Stromung ist dann
wirbelbehaftet.

3) Das Medium der Stromung kann kompressibel oder inkompressibel sein. Flussigkeiten sind
meist inkompressibel, Gase dagegen sehr kompressibel. Bei manchen Stromungsvorgangen
kann man aber auch Gase als inkompressibel betrachten (weiteres dazu spater).

4) Eine Stromung kann viskos oder nichtviskos verlaufen. Die Viskositat ist die innere Rei-
bung der Flussigkeit, die bei der Bewegung der Molekule zueinander auftritt.

In der folgenden Diskussion wollen wir uns zunachst auf stationare, wirbelfreie, nichtviskose
und inkompressible Medien beschranken. Dies ist eine Idealisierung (John von Neumann (1903-
1957) sprach in diesem Zusammenhang von \trockenem Wasser'), die uns erlaubt, wichtige
Eigenschaften von Stromungen zu verstehen. Bei einer stationaren Stromung bewegt sich jedes
Teilchen in der Flussigkeit an einem gegebenen Punkt P mit der gleichen Geschwindigkeit. Alle
Teilchen, die den Punkt P passieren, nehmen dieselbe Bahnkurve ein. Eine solche Bahn wird
Stromlinie genannt.

Wir betrachten nun ein Bundel von Stromlinien. Dieses schlauchartige Gebilde nennt man
auch Stromrohre. Stromungen, bei denen die Stromlinien glatt nebeneinander liegen (ohne
Durchmischung), nennt man auch laminar.

Wir betrachten eine Stromrohre mit der Querschnitts ache A; am Punkt P und A, am
Punkt Q. Die entsprechenden Stromungsgeschwindigkeiten sind v; und v,. Im Zeitintervall t
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.
QO
Py

P //\\

Al Vl A2

Abb. 42: Beispiel einer Stromrohre.

bewegt sich ein Flussigkeitselement um eine Strecke vt weiter. Die Masse m, die in diesem
Zeitraum durch die Flache A; stromt, ist

m; = 1Avp t

Fur den Massenstrom an den Punkten P und Q erhalt man

dm
Massenstrom an P:d—tl = AV

dm
Massenstrom an Q:d—t2 = LAV

Da keine Masse die Stromrohre seitlich verla t, mussen beide Massenstrome gleich sein.
AtV = AV
oder
Av = const. (166)

Dies ist die Kontinuitatsgleichung der Stromungslehre. Sie folgt aus der Massenerhaltung. Fur
inkompressible Flussigkeiten vereinfacht sich (166) zu

Av = const. (167)

Diese  Gleichung  besagt, dass bei einer inkompressiblen  Flussigkeit  die
Stromungsgeschwindigkeit umgekehrt proportional zum Querschnitt ist.

Bernoulli-Gleichung
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N e—ar—

Zur Bernoulli-Gleichung. Ein bestimmtcs Volumen eines Fluids (stark schrafTiert) bewegt sich
durch eine Rohre von der Position (a) in die Position (b).

Abb. 43: Skizze zur Herleitung der Bernoulli-Gleichung.

Die Bernoulli-Gleichung folgt aus dem Energieerhaltungssatz der Mechanik, angewandt auf
Stromungen. Wir betrachten eine nichtviskose inkompressible Flussigkeit wahrend einer stati-
onaren Stromung vom Zustand (a) in den Zustand (b). Die Flussigkeit steigt hoch und nimmt
das Volumen mit dem Querschnitt A, und der Lange *, ein. Nach dem Energiesatz (s. Kap.
7.5) gilt: Die von einer Kraft an einem System geleistete Arbeit ist gleich der Anderung der
kinetischen Energie des Systems. Bei Vernachlassigung von Viskositat werden Krafte nur durch
Schwerkraft oder durch Druck hervorgerufen. Die vom Druck p; verrichtete Arbeit ist:

W;=piA1 ‘1 ;

und von py:
W2 = pAx 2

Die durch die Gravitationskraft verrichtete Arbeit ist
Wy = mg(y: Yi):

Da die Flussigkeit inkompressibel ist, sind beide Volumina gleich

VA 9=A, =10
Damit erhalten wir fur die Gesamtarbeit
W= p)T mg(y: ) (168)
Die Anderung der kinetischen Energie ist dann
K = %mvg %mvf
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Mit dem Energiesatz erhalten wir dann

m 1 1
(p1 p2)— mg(y2 Y1)=§mV§ Emvf

oder L L
it Gyt s Vi=pt gyot s Vi (169)

oder 1
p+ gy+ 3 vZ = const. (170)

Dies ist die Bernoulli-Gleichung. Sie gilt fur stationare Stromungen von nichtviskosen inkom-
pressiblen Medien. Im Fall einer wirbelfreien Stromung kann gezeigt werden, dass die Konstante
in (170) fur alle Stromlinien dieselbe ist. Der statische Fall einer ruhenden Flussigkeit ist als
Spezialfall (v = 0) in der Bernoulli-Gleichung enthalten.

Oft bezeichnet man

p+ gy als statischen Druck und

z v als Staudruck.

Man kann die Bernoulli-Gleichung auch so formulieren, dass sich der konstante Gesamtdruck
aus der Summe von statischem Druck und Staudruck zusammensetzt.

1
Pstat + 5 V2= Pgesamt =  CONSt: (171)

Als Faustregel fur Anwendungen der Bernoulli-Gleich kann man sich merken, dass uberall
dort, wo die Stromungsgeschwindigkeit gro ist, ein Unterdruck vorliegt, und bei niedrigen
Stromungsgeschwindigkeiten ein Uberdruck.

Anwendung der Bernoulli-Gleichung

In der Herleitung der Bernoulli-Gleichung haben wir angenommen, dass das Medium inkom-

pressibel sein soll. Wir wollen nun abschatzen, bis zu welchen Geschwindigkeiten dies auch

fur Gase als gute Naherung angesehen werden kann. Dazu ist in der folgenden Tabelle das

Verhaltnis = (Pgesamt  Pstat)=Pstat fur verschiedene Geschwindigkeiten angegeben (mit
Lufe = 15293 kg/m3, Normaldruck po = 1;01 10° N=m?), wobei wir fur den statischen Druck

den atmospharischen Normaldruck einsetzen. Mit (171) erhalten wir

2po
v(in T (in %)
50 1,6
100 6;5
250 41
340 75 Schallgeschwindigkeit in Luft
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Nach dem Boyle-Mariotte-Gesetz (s. Kap. 18.1) ist p bei konstanter Temperatur. Somit
andert sich die Gasdichte um das gleiche Verhaltnis (Naheres dazu in Kap. 18). Wir sehen, dass
die Bernoulli-Gleichung auch fur Gase verwendet werden kann, solange wir Geschwindigkeiten
viel kleiner als die Schallgeschwindigkeit betrachten. Nun sollen einige Messgerate besprochen
werden, die die Bernoulli-Gleichung nutzen, um Druck und Stromungsgeschwindigkeiten zu

messen.
1) Drucksonde zur Messung des statischen Drucks

pa+ ‘gh =po

Drucksonde mit Manometer zur
Messung des statischen Druckes

2) Pitot-Rohr zur Messung des Gesamtdrucks

Pitot-Rohr mit Manometer zur
Messung des Gesamtdruckes

Vor der Sonde bildet sich ein Staugebiet, in dem die Flussigkeit (Gas) zur Ruhe kommt
(v = 0). Am Manometer mi t man somit den statischen Druck, der hier gleich dem

Gesamtdruck ist.
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3) Prandtl Staurohr
Das Prandtl Rohr verbindet Drucksonde mit Pitot Rohr. Damit kann man direkt die
Stromungsgeschwindigkeit bestimmen.

Staurohr nach Prandtl

Mit der Bernoulligleichung erhalt man

1 2
Pat 5 VI =y

Die Druckdi erenz am Manometer ergibt eine Hohendi erenz des Flussigkeitsspiegels (mit
der Flussigkeitsdichte !):

pa+ ‘gh=pp
Damit 1
Inh — = 2
gh 5 Vv
oder s
2 '‘gh

Oft wird das Prandtl-Rohr so kalibriert, dass man direkt die Geschwindigkeit ablesen
kann. Es wird z.B. als Windgeschwindigkeitsmesser verwendet.

4) Venturi-Duse
Mit der Venturi-Duse kann man die Geschwindigkeit von Gasen und Flussigkeiten in
einer Rohrleitung messen. Dabei handelt es sich um ein in die Rohrleitung eingefugtes
Reduzierstuck. Die Dichte der Flussigkeit im Rohr sei und die Dichte der Flussigkeit im
Manometer (z.B. Quecksilber) sei °.

Unter Ausnutzung der Kontinuitatsgleichung und der Bernoulli-Gleichung kann die
Stromungsgeschwindigkeit mit Hilfe des Manometers bestimmt werden.
Kontinuitatsgleichung: v;A = v,a
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5)

6)

A 2,1,
M M,
)
o
p P,
Venturidiise
Bernoulligleichung:
1 1 1 A
pl"'in = p2+§V§:p2+§(g)2Vf
pp p2 = 'gh gh
1 1 A
Vf 5 5 (g)2 = p2 p1=( "gh
=20 Ogh _ 28 Ogh
1 ,2_2 a2 A2
s
2(° h
vi = a —% (172)

Damit la t sich dann die Flussigkeitsmenge ! bestimmen, die pro Zeiteinheit durch das
Rohr ie t. (Oft gibt man als Einheit Liter/sec. an).

0V _dA ) _ X A (173)

V_E_ dt dt

Dynamischer Auftrieb

Die folgende Abbildung zeigt die Stromlinien um einen Trag ugel. Aufgrund des Anstell-
winkels und der Form des Trag ugels sind die Stromlinien oberhalb des Trag ugels enger
beieinander als unter der Flache. Somit ist v; > v, oder nach Bernoulli p; < p,. Die
Trag ache erfahrt also eine resultierende Kraft F (dynamischer Auftrieb).

Flussigkeits uss aus einem Behalter

Wir betrachten nun einen gro en Behalter, der mit einer Flussigkeit gefullt ist. In der
Tiefe h be ndet sich eine O nung, aus der die Flussigkeit mit der Geschwindigkeit v
ausstromt. Sowohl auf der Flussigkeitsober ache als auch an der Austrittso nung wirkt als
statischer Druck der atmospharische Druck po. Der Behalter wird standig mit Flussigkeit
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Abb. 45: Flussigkeits uss aus einem Behalter.

nachgefullt, sodass die Wasserhohe immer gleich bleibt.
Anwendung der Bernoulli-Gleichung ergibt

Po + gtho+% v
und somit P
v="2gh: (174)

Die Ausstromungsgeschwindigkeit einer reibungslosen Flussigkeit ist gleich der Geschwin-
digkeit eines Korpers, der vom Flussigkeitsspiegel bis zur Austrittso nung frei fallen
wurde. Dieses Resultat ist einfach zu verstehen, wenn man bedenkt, dass hier potentielle
Energie in kinetische Energie umgewandelt wird.

14.4 Innere Reibung

Bisher haben wir die Reibung zwischen den Molekulen einer Flussigkeit vernachlassigt. Ein
einfaches Beispiel zeigt aber schon, dass solche Reibungskrafte existieren. Wenn man ein Glas
Wasser auf eine rotierende Scheibe stellt, so ndet man nach kurzer Zeit, dass das Wasser mit-
rotiert. Dies ist nur moglich, wenn es Krafte zwischen den Flussigkeitsschichten gibt, die die
Bewegung von der Glasober ache in die inneren Wasserschichten ubertragen. Um die Eigen-
schaften der inneren Reibung zu untersuchen, betrachten wir zunachst zwei ebene Scheiben, die
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Abb. 46: Relative Bewegung zweier Platten in einer viskosen Flussigkeit.

sich in einer Flussigkeit relativ zueinander bewegen. Zwischen einer ruhenden und einer beweg-
ten Platte bildet sich ein Geschwindigkeitsgefalle der Stromung. Direkt an der Plattenober ache
haftet die Flussigkeit, d.h. die Stromungsgeschwindigkeit ist v an der bewegten Ober ache und
Null an der ruhenden Platte. Bei kleinen Plattenabstanden nimmt die Geschwindigkeit linear
von Null bis v zu. Dies kann man damit erklaren, dass jede Flussigkeitsschicht auf die nachste
Schicht aufgrund der Reibung Tangentialkrafte ausubt. Es ist daher Kraft notig, um die Platte
zu bewegen. Diese Kraft kompensiert die auftretenden Reibungskrafte. Nach der Erfahrung in
Experimenten ist die Kraft F proportional zur Flache der bewegten Platte A, proportional zur
Geschwindigkeitsdi erenz v und umgekehrt proportional zum Abstand beider Platten.

F=A—
z
dabei ist der Proportionalitatsfaktor die dynamische Viskositat. Das Absolutzeichen bedeutet,
dass die Kraft unabhangig davon ist ob — positiv oder negativ ist, d.h. ob die obere oder die
untere Platte bewegt wird. Fur dunne Flussigkeitsschichten kann man auch schreiben

F= A - (175)
Die Einheit der dynamischen Viskositat ist (Ns)/(m?)=Pa s. Bei der Berechnung der Kraft spielt
das Ober achenmaterial der Platten keine Rolle, da die Flussigkeitsschicht an der Ober ache
stationar ist. Die Reibungskraft hangt nur von der Reibung zwischen den Molekulen ab. Die
Viskositat einer Flussigkeit ist ein Ma fur die innere Reibung. Flussigkeiten, bei denen
unabhangig von der Geschwindigkeit ist, nennt man Newtonsche Flussigkeiten. Die folgende
Tabelle gibt typische Werte von dynamischen Viskositaten (in Pa s) einiger Sto e bei 20 C.

Sto | (Pas)
Wasser 0; 001025
Ethylalkohol | 0;000248
Quecksilber 0; 00155
Schwefelsaure | 0; 00254
Olivenol 0;084
Glycerin 1,528
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Die dynamische Viskositat ist stark temperaturabhangig. Bei Flussigkeiten sinkt die dynamische
Viskositat mit steigender Temperatur. Fur Wasser haben wir z.B. bei T =0 C;20 C;100 C
die -Werte 0,00182; 0,001025; 0,000288 Pa s.
Naherungsweise gilt

= ae™" (176)
wobei a und b Materialkonstanten sind und T die absolute Temperatur (in Kelvin). Nun wollen
wir einige Beispiele untersuchen, bei denen die innere Reibung von Flussigkeiten wichtig ist.

a) Laminare Rohrstromung
Im Rohr haftet die Flussigkeit am Rand und stromt im Inneren am Schnellsten. Die

Ein Flisssigkeitszy-
linder in einem Rohr wird
von der Druckkraft angetrie-
ben, von der Reibung zu-
riickgehalten. Das Gleichge-
wicht beider liefert ein para-
bolisches v-Profil

Abb. 47: Stromungspro | in einem Rohr.

Flache eines Zylinders ist A = 2 r*. Somit erhalten wir fur die Reibungskraft eines
Flussigkeitszylinders mit dem Radius r

. advo . dv,
Fr=2rt o= 2r = (177)

Das negative Vorzeichen berucksichtigt, dass in der Rohrstromung g—‘r’ negativ ist, d.h. mit
gro erem Radius nimmt die Stomungsgeschwindigkeit ab.

Die Reibungskraft wird durch den Druckunterschied im Rohr kompensiert. Die Druckkraft

ist
Fo=(p1 p2) 1% (178)
Im stationaren Fall folgt Fr = F, und somit
d_V — P P2 r
dr 2 ¢
Integration bis zum Innenrand des Rohres ergibt dann
Z R dv
VR V= (gpdr= PER ) (179)
r
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b)

Mit der Randbedingung v(R) = 0 erhalten wir

pP1 P2

7 (R ) (180)

v(r) =

Dies ist eine parabolische Geschwindigkeitsverteilung mit dem Maximum

pP1 P2

R2
4 (1

v(r=0)=

im Zentrum des Rohres.

Um den Flussigkeitsstrom | (die Flussigkeitsmenge pro Zeit, die durch das Rohr ie t) zu
berechnen, betrachten wir zunachst das Volumen eines Flussigkeitszylinders innerhalb des
Rohres. Der Radius des Zylinders sei r, die Dicke dr und die Lange I, d.h. die End ache
eines Zylinders mit dem Radius r betragt A(r) =2 r dr und das Volumen V (r) = Al =
2 rldr. Die Stromungsgeschwindigkeit ist gegeben durch v(r) = dl=dt. Somit erhalt man
fur den Flussigkeitsstrom durch diesen Zylinder im Radius r

_av(r) _d(A(M D

(0= "4t dt

dl
= A(r)d—t = A(r)v(r) =2 rv(r) dr
Den Gesamt ussigkeitsstrom | erhalt man dann mit einer Integration uber r.

Z R Z R
=V = 2 v(ndr= 22 P2 r? gy
0 2 0
pP1 P2 } 4 1 4
2 ¢ (ZR 4R )

1=y = P Popu (181)

Dies ist das Hagen-Poiseuille Gesetz der laminaren Rohrstromung. Es ist bemerkens-
wert, dass bei gleicher Druckdi erenz bei einem Rohr mit doppeltem Radius 16 mal so-
viel Flussigkeit ie t. Dieses Gesetz hat enorme Bedeutung fur die Blutstromung in den
Adern. Verengt sich eine Ader auf 1=4 des ursprunglichen Radius, so kann bei gleicher
Druckdi erenz nur 1=256 des Blutvolumens hindurchstromen. Bei gro er korperlicher An-
strengung erweitern sich die Blutgefa e; dadurch wird die Blutzufuhr erhoht. Man kann
das Hagen-Poiseuille’sche Gesetz auch verwenden, um Messungen der dynamischen Vis-
kositat durchzufuhren.

Laminare Stromung um Kugeln

Als Ergebnis fur die Reibungskraft bei einer laminaren Stromung um eine Kugel ndet
man die Stokessche Reibung
FrR= 6 vr (182)

Die Rechnung ist recht aufwandig und soll daher hier nicht durchgefuhrt werden. Die-
ses Gesetz hatten wir bereits in (Kap. 6.2) verwendet, um die Reibung von Korpern in
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Ve
mg

Abb. 48: Krafte bei der laminaren Stromung um eine Kugel.

Flussigkeiten zu untersuchen. La t man eine Kugel in einer Flussigkeit fallen, so wird
sie beschleunigt bis sie eine konstante Endgeschwindigkeit ve annimmt. Nun werden
wir das Stokesche Gesetz benutzen und auch den Auftrieb der Kugel in der Flussigkeit
berucksichtigen. Bei konstanter Endgeschwindigkeit vg ist die Summe von Gewichtskraft,
Auftrieb und Reibungskraft Null.

mg Fa=6 Vgr

Mit dem Volumen der Kugel V. = 4 r3=3 erhalten wir ( und ¢ sind die Dichten der
Kugel und der Flussigkeit.)

4
3 9°C  ©) = 6 ver
e = 280 1y (183)

Der Auftrieb lasst sich somit leicht berucksichtigen, indem man wie in Kap. 6.2 in die
Gleichungen eine e ektive Dichte ' = F einsetzt. Wie bereits in Kap. 6.2 erlautert
folgt aus diesem Gesetz, dass gro e Kugeln schneller fallen als kleine Kugeln. In einem
Kugelfallviskosimeter wird diese Gleichung genutzt, um die Viskositat einer Flussigkeit
zu messen. Man la t eine Kugel bekannter Gro e und Dichte fallen und bestimmt durch
Messung der Fallgeschwindigkeit vg.

14.5 Stromungswiderstand

Nach dem Stokeschen Gesetz ist der Reibungswiderstand einer Kugel in einer laminaren
Stromung gegeben durch F = 6 rv. Bei einer idealen Flussigkeit (inkompressibel und nicht
viskos) sollte man somit erwarten, dass der Stromungswiderstand Null wird. Dies ist auch
leicht zu verstehen, da mit der Bernoulli-Gleichung der statische Druck auf der Vorder- und
Ruckseite der Kugel (bzgl. der Stromungsrichtung) gleich sind. Die Flussigkeitsteilchen werden
auf der Vorderseite beschleunigt, aber auf der Ruckseite wieder abgebremst. Die Summe aller
Widerstandskrafte

ist Null. Bei realen Flussigkeiten beobachtet man aber, dass hinter der Kugel Wirbel
auftreten. Dadurch entsteht eine unsymmetrische Stromlinien- und Druckverteilung. Es tre-
ten Widerstandskrafte auf. Der Stromungswiderstand kommt dadurch zustande, dass die
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=== ===
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<
Allméhliche Ausbildung und Abldsung des Wirbelpaarcs hinter cinem Zylinder

Flussigkeitsteilchen kinetische Energie ( v2=2) erhalten. Bei symmetrischen Stromlinien wird
diese Energie dem Korper beim Abbremsen der Flussigkeitsteilchen wieder zuruckgegeben. Bei
der nichtidealen Flussigkeit geht diese Energie in Wirbelbildung uber und kommt dem um-
stromten Korper nicht mehr zugute. Nach Newton ist die Kraft, die auf einen umstromten
Korper wirkt, proportional zur kinetischen Energie der Flussigkeitsteilchen und man erhalt

F= CWA% Vo (184)
dabei ist A die angestromte Flache, v?=2 die kinetische Energie pro Volumen und c,, ein
dimensionsloser Faktor, der Widerstandsbeiwert genannt wird. Im allgemeinen wird c,, durch
Messungen bestimmt. Wir konnen (184) auch benutzen, um den Stromungswiderstand von
laminaren Stromungen zu beschreiben. Dann allerdings ist c,, nicht konstant, sondern abhangig
von der Geschwindigkeit. Ein Vergleich mit dem Stokeschen Gesetz ergibt mit

A = r?
1 .
6 rv = cy 5 v2r? und somit
12 rv
= — =12=(— 1
Cw ~ (—) (185)

fur eine laminare Stromung um eine Kugel. Den dimensionslosen Ausdruck

Re=""V (186)

bezeichnet man als Reynoldszahl. Man ndet allgemein fur alle Arten hydrodynamischer
Widerstande, dass der Widerstandsbeiwert c,, nur von der Reynoldszahl abhangt, d.h. ande-
rungen von , r, v und treten nur in der Kombination Re = r v= auf. Stromungen
verhalten sich ahnlich, wenn ihre Re ubereinstimmen. Ein verkleinertes oder vergro ertes Mo-
dell M stimmt stromungsma ig mit dem Original O uberein, wenn gilt

Pm Po

Rey Rey und —
MViy V3

wobei der pyy Druck des Fluids und \, die Dichte des Fluids im Modellversuch sind. Dies
ist das hydrodynamische ahnlichkeitsgesetz. Mit Hilfe beider Kriterien kann man ein Modell
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im Wind- oder Stromungskanal testen und die Vorgange in die Wirklichkeit ubertragen. Die
Reynoldszahl ist ein Kriterium fur denUbergang von laminarer zu turbulenter Stromung. Der
Umschlag erfolgt bei einer kritischen Reynoldszahl

Re < Rejt : laminare  Stromung
Re > Reyjt @ turbulente Stromung

bei einer Rohrstromung ndet derUbergang zwischen laminarer und turbulenter Stromung bei
Re (1000 2000) statt. Das Hagen-Poiseuille Gesetz gilt nur fur kleinere Re-Werte. Bei der
Stromung um eine Kugel ndet man einen kritischen Wert von Re  0:4. Das Stokesche Gesetz
ist somit nur fur Re < 0:4 gultig. Der c,,-Wert eines Korpers wird meist als Funktion von Re
angegeben. Die folgende Abbildung zeigt den c,,-Wert fur Stromung einer realen Flussigkeit um
eine Kugel.

P
¢
2100
a (iberkritische
° Stromung
el 10
w
=)
© .
z 1 {aminare
Umstrdmun
e turbulente
o1 Grenzschicht-  Grenzschicht-
:ablosung ablésung
0.01 T T T T L
0.1 1 100 104 [Kakd
Pevnolderaht A
Reale Stromunag um eime Kogel

Im laminaren Bereich ist ¢, 1=Re. Fur gro ere Re lost sich die Grenzschicht hinter der
Kugel ab und es entsteht eine Wirbelstra e. c,, bleibt dann nahezu konstant im Bereich
100 < Re < 10°. Oberhalb von 3 10° lost sich die Grenzschicht turbulent ab. Der Querschnitt
der Wirbelstra e wird kleiner, daher sinkt c,, erneut ab. Im folgenden werden einige relative
cw-Werte fur Korper mit gleichem Querschnitt angegeben.

Ein Korper mit Tropfchenform hat einen niedrigen c,,-Wert.

Trag ugel

Wie wir bereits in Kap. 17.3 diskutiert hatten, erfolgt der Auftrieb bei Trag ugeln nach dem
Bernoulli-Gesetz durch Druckunterschiede unterhalb und oberhalb der Trag achen. In der Pra-
xis stellt sich die Frage, welches Pro | der Trag ugel haben soll, um einen moglichst gro en
Auftrieb Fa und einen kleinen Widerstand Fy zu haben. Au erdem muss bestimmt werden,
wie beide Gro en vom Anstellwinkel abhangen. Diese Aufgabe muss experimentell gelost wer-
den. Dazu hangt man ein Modell des Trag ugels in einen Windkanal und bestimmt Auftrieb
und Widerstand. Analog zu F = ¢,, v?=2 benutzt man hier den Auftriebsbeiwert fo und den
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Widerstandsbeiwert f,,.
Auftrieb Fao = fA EVZS

Widerstand F, = f,;V?S

Nun bezieht man F und F,, auf die Flache S des Trag ugels und nicht auf die angestromte

Flache. Fur eine typische Trag ache sind fa und f,, als Funktion des Anstellwinkels

tragen.

£ 40
4,
(L
82
7 ¢ %z T4 8 F 0% B E ¥ FE b | £t s FNF AE
-2 e ot

Auftriebsziffer /4 als Funk-
tion des Anstellwinkels «

Polardiagramm nach Lilienthal

Widerstandsziffer fw als
Funktion des Anstellwinkels «

Stromtinienbild eines Spaltfiigels

aufge-

Die Messungen werden oft in einem Polardiagramm nach Lilienthal zusammengefa t. Ein
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Maximum im Auftrieb erreicht man etwa bei 15 . Bei diesem gro en Anstellwinkel lost
sich die Stromung von der Oberseite ab und es entstehen Wirbel. Dadurch wird der Widerstand
stark erhoht. Durch Spalt ugel kann die Wirbelbildung vermieden werden und deutlich gro ere
Auftriebe erreicht werden. Eine ahnliche Rolle spielt das Vorsegel im Segelboot.

Ein Ma fur die Gute eines Trag ugels ist die Gleitzahl ".

_ FW _ fw

" Fa  fa

Bei modernen Flugzeugen betragt die Gleitzahl etwa 0.05. Die Gleitzahl ist besonders wichtig
bei Segel ugzeugen. Beim Gleit ug ist " = (F,)=(Fa) = tan ”, wobei ” der Neigungswinkel
des Flugzeugs ist. Ein Segel ugzeug mit " = 0; 05 verliert somit auf einer Flugstrecke von 100
m eine Hohe von 5 m.

14.6 Deformation fester Korper

Bisher haben wir verschiedene Aggregatzustande von Sto en behandelt; den gasformigen,

ussigen und festen Zustand. Gase haben keine besondere Gestalt, sondern fullen den sie um-
gebenden Raum vollig aus. Relativ kleine Krafte sind notig, um das Gasvolumen zu verringern.
Bei ussigen Sto en ist eine Volumenanderung nur bei sehr gro en Kraften moglich; eine Ge-
staltsanderung erfordert praktisch keine Kraft. Bei festen Sto en haben wir bisher nur den
starren Korper betrachtet, bei dem sowohl eine Volumensanderung und eine Gestaltsanderung
unmoglich ist. Nun wollen wir uns der Wirklichkeit etwas nahern und auch Deformationen
bei festen Sto en zulassen. Man nennt einen deformierbaren Korper elastisch, wenn er nach
Beendigung der Krafteinwirkung wieder seine ursprungliche Gestalt annimmt. Ein plastischer
Korper erhalt nach der Krafteinwirkung eine bleibende Formveranderung.

Bei einigen Sto en ist es nicht einfach zu entscheiden, ob sie ussig oder fest sind. Wachs
und Glas konnte man zunachst als feste Sto e ansehen, aber bereits durch leichte Temperatur-
erhohung nahern sich diese Sto e mehr dem ussigen Zustand. Der ideale feste Korper ist der
Kristall. Bei ihm besteht eine regelma ige Anordnung der Atome bzw. Molekule in geometrisch
genau de nierten Gittern.

i
[ P Ly
A :
b i G

Modell des kristallinen Zustandes Nachweis der Quorkontrak-

Zur Erklirung der Querkontraktion tion bei einem gespannten Gummiband

Dehnung und Kompression
Wenn wir mit einer Kraft F an einem Draht der Lange “ und dem Querschnitt A ziehen, so
beobachtet man, dass er um eine Strecke “ verlangert wird. Die Kraft wirkt senkrecht auf die
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Ober ache; man spricht daher von der Normalspannung (oder Zug- bzw. Druckspannung)
die gegeben ist durch \ KraftE
ormalkraftF,
"~ FlacheA (187)
Zug- und Druckspannung unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen ihrer Richtung. Bei nicht
zu gro en Kraften ndet man, dass die Langenanderung gegeben ist durch
J— l ‘F .
" EA
wobei die Materialkonstante E der Elastizitatsmodul (Einheit N/m?) genannt wird. Mit der
relativen Dehnung " = “=* erhalten wir

1
=g 1 (Hookesches Gesetz) (189)

Das Hookesche Gesetz besagt, dass die relative Verzerrung proportional zur Spannung ist.
Dieses Gesetz gilt nur fur kleine relative Dehnungen. Man nennt die Grenze, bis zu der das
Hookesche Gesetz gilt, die Proportionalitatsgrenze. Wenn man den Draht weiterspannt, so
nimmt die Dehnung zu. Der Korper ist aber immer noch elastisch, d.h. nach Beendigung
der Krafteinwirkung nimmt er wieder seine ursprungliche Form ein. Dehnt man den Korper
jenseits der Elastizitatsgrenze, so verbleibt eine plastische Verformung. Oberhalb dieser Deh-
nung versagen mathematische Beschreibungen der Verformungen. Man benutzt experimentelle
Spannungs-Dehnungs-Diagramme. Zwei Beispiele (a) fur Kupfer und Aluminium und (b) fur
unlegierten Stahl sind im folgenden aufgefuhrt.

(188)

Rm
zZ
!
LE.!.Q --pR, f
© P_-Hookesche |
~ Gerade | |
Bruch- ] Bruch-
dehnung 1-’ dehnung !
i _
&= ﬁ' — £= 4£ e
a) ) b} Lo

Am Punkt R, (Dehngrenze) setzt ein deutliches Flie en des Drahtes ein. Unlegierter Stahl
hat eine sogenannte Streckgrenze R.. Dort ist am Ende des linearen Hookeschen Bereiches
kurzzeitig ein geringfugiger Abfall der Spannung zu beobachten. Die maximale Spannung wird
am Punkt R, erreicht (Festigkeitsgrenze). Bereits oberhalb von R, und Re, aber vor allem
bei uberschreiten der Festigkeitsgrenze ie t der Draht, d.h. die Dehnung nimmt selbst bei
Entlastung weiter zu. Die Dehnung fuhrt zu einer so starken Einschnurung des Drahtes, dass
es am Bruchpunkt Z zum Zerrei en des Drahtes kommt. Ein Eisen- und ein Stahldraht haben
etwa den gleichen Elastizitatsmodul. Sie unterscheiden sich aber deutlich in der Streckgrenze.
Bei Eisen betragt sie 180 N/mm? und bei Stahl 1100 N/mm?. Ein Stahldraht la t sich somit 6
mal so weit elastisch biegen, bis er sich verformt.

Poissonzahl
In der folgenden Diskussion setzen wir die strenge Gultigkeit des Hookeschen Gesetzes voraus,
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d.h. wir bleiben im Proportionalitatsbereich. Ein Draht, an dem man zieht, wird um  * langer,
aber auch um d dunner (Querkontraktion). Das Verhaltnis der beiden relativen Deformationen
nennt man die Poisson-Zahl

= (190)

ist eine Materialkonstante, die bei festen Sto en im Bereich 0:2 < < 0:5 liegt und bei
Flussigkeiten  0:5 betragt. Das ursprungliche Volumen des Drahtes war

Vo = Zd2‘: (191)

Nach der Dehnung erhalten wir das Volumen Vp

2
o= @9y

d 2 (1
= Zdz‘ 1'*‘7 1+-—-)

mit (1 + x)? 1+ 2x erhalten wir
d (3
Vp = -d?° 1+2— 1+
P 4 d ‘
(3 d d [
= —d° +— 22— +2—
G R S S

Bei Vernachlassigung des letzten Terms ergibt sich fur die relative Volumenanderung

Vb Vo V. d ¢ d “
e A
V n —_
oder v - 1 2 )—E(l 2) (192)

Bei Flussigkeiten haben wir = 0:5. Dies bedeutet, dass sie inkompressibel sind ( V = 0). Bei
Metallen (0:2 < < 0:5) beobachtet man bei Zugspannung (> 0) eine Volumenvergro erung.

Kompressionsmodul

Wir betrachten einen festen Korper, auf den ein au erer Druck wirkt. Der Druck wirkt uberall
gleich, sodass der Korper komprimiert wird, aber seine Gestalt beibehalt. Nach dem Hookeschen
Gesetz ist die relative Volumenanderung proportional zur Druckanderung.

v
p= Ky~ (193)

Die Materialkonstante K nennt man auch den Kompressionsmodul (Einheit N/m?) und den
Kehrwert Kompressibilitat = 1=K. Bei festen Korpern benotigt man einen gro en Druck, um
das Volumen zu andern, d.h. die Kompressibilitat ist sehr Kklein, z. B. bei Glas ist

3 10 * m?=N
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und bei Metallen (Kupfer oder Eisen) ist

< 10 * m?=N;:
Wasser hat 50 10 ' m?=N:

Schubmodul

Im vorherigen Beispiel haben wir den Fall betrachtet, bei dem die Gestalt unverandert bleibt,
aber das Volumen zu- oder abnimmt (VMolumenelastizitat). Nun soll die Gestaltselastizitat unter-
sucht werden, wie sie z.B. bei der Scherung eines Wurfels um den Winkel oder der Verdrillung
eines Drahtes auftritt.

Gestaltselastizitét eines festen Kor-
pers. Als Beispiel: Scherung eines Wirfels Torsion eines Stabes

Die Kraft wirkt in diesem Fall tangential zur Ober ache. Die Tangential- oder Schubspan-

nung ist de niert durch
_ TangentialkraftF;

FlacheA (194)
Nach dem Hookeschen Gesetz ist die Schubspannung proportional zum Winkel

Die Materialkonstante G nennt man Schub- oder Torsionsmodul. Aus der Erfahrung ndet
man, dass Kompressionsmodul und Schubmodul unabhangig voneinander sind.
Volumenelastizitat und Gestaltselastizitat sind zwei voneinander verschiedene, sich gegenseitig
nicht beein ussende Wirkungen der atomaren Bindungskrafte. Bei der Verdrillung eines Drahtes
treten Schubspannungen auf. Dadurch erhalt man ein Drehmoment ~, das proportional zum
Winkel ~ ist, um den der Draht verdrillt ist.

~j=D (196)

Die Drahtkonstante D ist fur einen zylindrischen Draht der Lange L und dem Radius r gegeben
durch

D==5=5-G : (197)
Fur emp ndliche Messinstrumente (z.B. beim Cavendish Experiment) werden Drahte (meist

Quarzdrahte) mit kleinem D benotigt. Mit (197) sehen wir, dass sehr dunne Drahte verwendet
werden mussen.

Zusammenhang der elastischen Konstanten
Im Bereich des Hookeschen Gesetzes kann man zeigen, dass ein Zusammenhang zwischen dem
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Elastizitatsmodul E, dem Schubmodul G, dem Kompressionsmodul K und der Poissonzahl
besteht.

E

= +

oG 1 (198)
E

a = 12 (199)
2G 1 2

3K 1+ (200)

Alle Konstanten lassen sich durch E und G ausdrucken. Dies ist zweckma ig, da E und G
genau gemessen werden konnen.

Die folgende Tabelle gibt die elastischen Konstanten und die Zugfestigkeit R, fur einige Sto e
an (E, G, K und Ry, sind in Einheiten von 10° N/m? angegeben).

| | E[G[K |Rm | |

Federstahl | 212 | 80 | 170 | 1;55 | 0;28
Gold | 81|28 |180|0;14|0;5

Cu, weich | 120 | 40 | 140 | 0;20 | 0;35

Quarz | 763338 |0;09] 0;17

15 Schwingungen

15.1 Harmonische Schwingung

Wir betrachten ein System, das aus einer Masse und einer Feder besteht. Die Masse kann sich
reibungsfrei auf einer Unterlage bewegen.

m

SAONN AN

? T

1
Wir wahlen den Koordinatenursprung so, dass X = 0 die Ruhelage der Feder angibt, d.h.
wenn sich die Masse bei X = 0 be ndet, ist sie kraftefrei. Verschieben der Masse nach rechts

oder links fuhrt zu einer Federkraft, die die Masse zur Ruhelage zuruckzieht (Ruckstellkraft).
Diese Ruckstellkraft F wirkt somit immer der Auslenkung entgegen. Wir erhalten also

F= kx ; (201)
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wobei k die Federkonstante ist. Mit dem 2. Newtonschen Gesetz erhalten wir dann die Bewe-
gungsgleichung
mx = kx:

Bei unserer ein-dimensionalen Bewegung erhalten wir somit die Di erentialgleichung (harmo-
nische Schwingungsgleichung)

. k
X+ 12x=0 mit !SZE: (202)
Wie wir an der Schwingungsgleichung erkennen, sind zwei Voraussetzungen notig, damit es zu

Schwingungen kommt.
1) Eine zurucktreibende Kraft, die immer zur Ruhelage hin gerichtet ist.

2) Eine Tragheit, die dafur sorgt, dass der sich auf die Ruhelage hin bewegende Korper dort
nicht stehen bleibt, sondern uber die Ruhelage hinausschie t.

Unsere Aufgabe ist es nun, diese Gleichung zu losen und eine Funktion zu nden, deren 2. zeitli-
che Ableitung die Funktion selbst ergibt (bis auf die Konstante 12). Verfahren zur Losung von
Di erentialgleichungen werden in der Formelsammlung naher erlautert. (202) ist eine lineare
Di erentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koe zienten. Die allgemeine Losung die-
ser Gleichung hat zwei unabhangige freie Parameter, die die Anfangsbedingungen der Schwin-
gung festlegen. Zwei Funktionen, die die obigen Bedingungen erfullen, sind sin ¥yt und cos It.
Wir versuchen somit den Ansatz einer allgemeinen Losung:

X(t) = BjcosIgt+ B;ysin Igt: (203)
Mit )_((t) = !oBlsin It+ 17,85 cos It
und x(t) = 13Bjcoslot 12B,sinlot = 12x(t)

haben wir durch Einsetzen gezeigt, dass x(t) eine Losung ist. B; und B, sind freie, unabhangige
Parameter. Somit ist x(t) eine allgemeine Losung der harmonischen Schwingungsgleichung. Eine
andere Schreibweise der allgemeinen Losung ist:

x(t) = Acos(Yot+ ) ; (204)

mit deﬁ unabhangigen Parametern A und (man beachte, dass !, eine Konstante ist
s, = k=m, und kein freier Parameter, der von den Anfangsbedingungen abhangt.). Der
Zusammenhang mit (203) ist nach (FS. Kap. 5.1) By = Acos und B, = Asin . Wir wollen
nun die Bedeutung von By, B, und A, untersuchen. Dazu betrachten wir eine Masse, die sich
bei t =0 am Ort X, be ndet und die Geschwindigkeit vy hat.

Mit x(t=0) = Xg=Bjicos!lyt+B,sinlt=B;
und )_((tZO) = vg=14B,

konnen wir B; und B, aus den Anfangsbedingungen bestimmen. Ahnlich gilt:
= ACO0s und vg= T,Asin

Wir konnen diese Schwingung graphisch darstellen:
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X(t)

A__

Dabei gibt A die Amplitude (maximaler Ausschlag) und gibt die Phasenverschiebung an.
1, ist die Winkelfrequenz (analog zur Winkelgeschwindigkeit bei der Kreisbewegung). T ist die
Schwingungsdauer, der zeitliche Abstand zwischen zwei Schwingungsbauchen. Es gilt mit der
Periodizitat von 2 der sin und cos Funktionen :

(205)

Die harmonische Schwingung hangt sehr eng mit einer Kreisbewegung zusammen. Wir hatten
fur eine Kreisbewegung in der x-y-Ebene die Bewegungsgleichungen:

X(t) = Xpcos ot
y(t) = ypsinlot:

Wir sehen, dass die Projektionen einer Kreisbewegung auf die x- oder y-Achse harmonische
Schwingungen sind.

Wir wollen nun die potentiellen und kinetischen Energien einer harmonischen Schwingung
untersuchen.

Z X Z X 1
Potentielle Energie: U(X) = FX) dx' = kx! dx" = Ekxz(t)
0 0
Einsetzen der allgemeinen Losung ergibt
1 1
ue = Ekxz(t) = EkA2 cos?(Yot+ ) (206)
1 1 :
Ka)==§nw2=§mAH§mFUﬁ+ ) (207)
Mit k = ml!3 erhalten wir
K@) = %kAzsinz(!ot + ) (208)

Es wird standig kinetische Energie in potentielle Energie umgewandelt. Die Gesamtenergie ist
konstant und gegeben durch

E=wo+K®=%¢2mﬂhu-wm#aﬁ+)=%wﬂ (209)
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Bisher haben wir den speziellen Fall der harmonischen Schwingung betrachtet, die dann auftritt,
wenn die Ruckstellkraft die Form F(x) = kx hat. Nun wollen wir beliebige Krafte betrachten,
die nur die Bedingung erfullen sollen, dass an einer Stelle (z.B. x = 0) die Kraft verschwinden
soll, d.h. die potentielle Energie hat bei x = 0 ein Minimum. Ein Korper an der Stelle x =0
be ndet sich somit in einer stabilen Lage.

U(X)

du (x)
dx

F(x) =

Wir entwickeln nun die potentielle Energie in einer Taylorentwicklung (FS. Kap. 2.5) um
den Punkt x = 0.

1 1
U(x) = U(0) + U'(0)x + ﬁUOO(O)XZ + §uOOO(o)x3 4+
Der zweite Term U°(0) ist null, da U(X) bei x = 0 ein Minimum hat. Damit erhalten wir
1 2 1 3
Ux) =U(@) + Ekzx + ékgx +1

dabei sind ky, ks, ...k, Konstanten mit k, = U™ (0). Fur die Kraft erhalten wir dann:

_du(x) _ 1, .2

F(X) = x koX Ek3x
Wir sehen somit, dass jede beliebige Kraft bei genugend kleinen Ablenkungen von der Ruhe-
lage die Form F(x) = kx hat. Somit konnen kleine Schwingungen um jede Ruhelage einer

beliebigen Kraft in guter Naherung als harmonische Schwingung beschrieben werden. Deshalb
ist das Beispiel der harmonischen Schwingung bedeutend fur viele Anwendungen.

Weitere Beispiele fur harmonische Schwingungen

a) Physikalisches Pendel
Wir betrachten einen Korper, der drehbar aufgehangt ist (physikalisches Pendel).

Drehmoment = * Ft= ‘mggsin
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somit erhalten wir
I +‘mggsin = 0 (210)

oder +$sin =0 (211)

Dies ist die Schwingungsgleichung fur das Pendel. Diese Di erentialgleichung ist nicht
einfach zu losen, da es sich um eine nicht-lineare Gleichung handelt. Fur kleine Winke-

lauslenkungen konnen wir aber mit einer Taylorreihe die Naherung sin verwenden.
Damit erhalten wir die harmonische Schwingungsgleichung
r
. ‘m
+12 =0 mit 1,= I—Sg (212)
Die Schwingungsdauer ist dann
s
2 I
!O ‘msg ( )

Man kann das physikalische Pendel benutzen, um das Tragheitsmoment eines Korpers zu

bestimmen.
_ T?%*mgg

4 2
Fur gro ere Winkelauslenkungen erhalt man Abweichungen von der harmonischen
Schwingung. Die Schwingungsdauer erhalt dann folgende Korrekturen:
s

I 1 9
1+ =sin? 2+ —sin* =+ 1 21
s 4sln > 64sln > (215)

| (214)

m bedeutet hier der maximale Winkelausschlag. Typische Werte fur die Verlangerung
der Schwingungsdauer sind 0:2%,0:8%,1:7% und 4:0% fur ,, = 10 ;20 ;30 ;45 .
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Z
|
/6
[
l
m .
b) Mathematisches Pendel
Wir betrachten nun ein idealisiertes Pendel, bei dem die gesamte Masse m im Abstand *
vom Drehpunkt konzentriert ist.
Dies ist ein Spezialfall des physikalischen Pendels mit dem Tragheitsmoment I = m“2.
Einsetzen in (211) ergibt
MsQg .
+ M 96n =0 (216)
My
In der Kleinwinkelnaherung und mit mg = my erhalten wir die harmonische Schwingungs-
gleichung mit - ST
b= 3 und T=2 = 217)
Die Schwingungsdauer ist somit unabhangig von der Masse, falls trage Masse und schwere
Masse gleich sind. Newton benutzte das Pendel, um die Gleichheit von mg und m; zu
zeigen.
c) Torsionspendel

Wir betrachten eine Scheibe, die an einem Draht befestigt ist. Wenn man die Scheibe
waagerecht dreht, fuhrt sie Drehschwingungen aus. Wegen der Elastizitat bewirkt der
verdrillte Draht ein Drehmoment, fur das man bei kleinen Verdrillungen einen linearen
Zusammenhang ndet (analog zum Hookeschen Gesetz bei der Feder).

= D (218)
D ist die Drehfederkonstante. Mit =1 erhalten wir somit die Gleichung
| = D oder +12 =0 mit 12=D=l (219)
Die Losung ist wiederum eine Cosinus-Funktion

(t) = ocos(Yot+ )
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. Fur die Schwingungsdauer erhalt man somit den Ausdruck
r__

Das Torsionspendel kann benutzt werden, um bei bekanntem D das Tragheitsmoment |
zu messen, oder umgekehrt, um bei bekanntem | die Drehfederkonstante zu bestimmen.

15.2 Gedampfte Schwingung

Nun wollen wir einen Schwingungsvorgang betrachten, bei dem Energie durch Reibung in
Warme umgewandelt wird. Die Schwingung wird dadurch gedampft und kommt fur t ¥ 1
zum Stillstand. Beispiele fur gedampfte Schwingungen sind Pendel, die durch den Luftwider-
stand abgebremst werden; ein System bestehend aus einer Feder und einer Masse, das sich in
einer Flussigkeit be ndet oder sich auf einer rauhen Ober ache bewegt. Wir hatten bereits
diskutiert, dass die entsprechenden Reibungskrafte etwa folgenderma en dargestellt werden
konnen:

Y

: . — 2 V.
Luftreibung: FrR= v i (220)
Flussigkeitsreibung: FrR= v (221)
Gleitreibung: Fr = mgj%j (222)

Die Reibungskraft ist immer der Geschwindigkeit entgegengesetzt. Wir wollen uns nun genauer
mit dem zweiten Fall beschaftigen (F v), da dieser Reibungstyp gro e praktische Bedeutung
hat. Ein weiterer Vorteil fur diese Form der Reibung ist, dass wir eine lineare Di erentialglei-
chung erhalten, die sich relativ einfach losen la t.

Ll Ll sl Ll

x| Im

Als Beispiel betrachten wir nun eine Feder, an die ein Korper der Masse m hangt. Der
Korper ist vollstandig in eine Flussigkeit getaucht. Der Nullpunkt x = 0 wird so festgelegt,
dass sich der Korper bei x = 0 in Ruhe be ndet, d.h. die Summe F; aller au eren Krafte ist
null.

Fs=mg Fg FaA=0 ; wobei

mg die Gewichtskraft, Fr die Federkraft und Fa die Auftriebskraft des Korpers in der
Flussigkeit. Wenn wir den Korper aus der Ruhelage auslenken, dann erhalten wir fur die au ere
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Kraft nur die Federkraft Fr(X) = kx, da die Gewichtskraft und Auftrieb unverandert bleiben
(solange der Korper eingetaucht bleibt). Hinzufugen muss man allerdings noch die Reibungs-
kraft Fr = bv = Dbx.

Mit dem 2. Newtonschen Gesetz erhalten wir daher

mx = kx bx
Umformen ergibt x+ x+13x = 0 (223)
mit dem Dampfungsfaktor = b=m und der Winkelfrequenz 1, = pk=m der ungedampften

Schwingung. Unsere Aufgabe besteht nun darin, die allgemeine Losung dieser Di erentialglei-
chung zu nden. Die Methoden und Losungen werden in der Formelsammlung zusammenge-
stellt.

Wir unterscheiden 3 verschiedene Falle:

1) Geringe Dampfung: 1, > =2
In diesem Fall benutzen wir den Losungsansatz:

x(t) = Age z'cos(Ipt+ ) ; (224)

dabei ist 15 die Winkelfrequenz der gedampften Schwingung.
Einsetzen des Ansatzes ergibt

x(t) = Aoie 2tcos(Ipt+ )
Age ZI5sin(Ipt+ )

x(t) = +AO(§)2e 2tcos(Ipt+ )
+A, € psin(Ipt+ )

3t
Age 212 cos(Ipt+ )

Beim Einsetzen in die Di erentialgleichung muss die Summe aller Terme Null ergeben.
Dies ist nur moglich, wenn getrennt alle Sinus- und Cosinus-Terme Null sind. Aus der
Summe der Cosinus-Terme erhalten wir eine wichtige Beziehung zwischen den Konstanten.

2

12 cos(Ipt+ ) §cos(!Dt+ )+ 5 12 cos(Ipt+ )=0
2 § 2 2
12 4+(2) 13=
2
12 =12 _

4

Wir sehen also, dass die Schwingungsfrequenz ' der gedampften Schwingung immer
kleiner ist als die Frequenz !, der ungedampften Schwingung.

Die Funktion A(t) = Age z'ist die Einhullende der Schwingungsamplitude. Sie fallt ex-
ponentiell ab. Als typischen Wert gibt man oft an, zu welchem Zeitpunkt die Einhullende
den Wert Age 1 = Ay=e annimmt, d.h. st =1und somitt = 2= .
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X(t)

A - e((—vfz) )

A

\/

ot

Energie der gedampften Schwingung
Die Summe aus kinetischer und potentieller Energie ist nun nicht mehr erhalten, da durch
Reibung ein Teil der Energie in Warme umgewandelt wird.

E®M = U®O+K(®

u@) = %kx(t)2 = %kAge teos?(Ipt+ ) (225)
Unter Verwendung der Abkurzung = !pt+ erhalten wir

h i

1k 1 1 : 2
K() = ETSV(t)Z = EkAge ‘I—S 5008+ I5sin (226)

1 1 .
E) = EkASe Y cos? + W(E cos + Ipsin )2 (227)
=0

Q-Wert: Der Q-Wert (oder Qualitatsfaktor) ist ein Ma fur die Dampfung eines Oszilla-
tors.

1
Qualitatsfaktor Q =2

(228)

Q = 1 bedeutet keine Dampfung und Q > 1=2 schwache Dampfung. Fur den Bereich
der starken Dampfung wird in der Regel der Q-Wert nicht verwendet. Wir wollen nun
untersuchen, wie wir den Q-Wert bestimmen konnen. Nach einer vollen Schwingungsdauer
der ungedamuften Schwingung T = 2 =1, sei die Amplitude von Aq auf A(T) reduziert
worden.

Mit A(T) = A¢e 2" erhalten wir = _Ig_ln Ag=A(T): (229)

Fur sehr schwache Dampfung haben wir

!D !0:

2
?

und erhalten somit .

2
= 2
T 2InAp=A  In%e (230)
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Der Q-Wert la t sich also aus dem Verhaltnis der Amplituden A(T) und Ay bestim-
men. Man kann den Q-Wert auch durch die Energie der Schwingung ausdrucken. Welcher
Bruchteil der Schwingungsenergie geht pro Schwingungsdauer verloren?

E _ E(tm) E{n+T) e ™ g @m*D)
E E (tm) B e ftm
=1 g Wm*tm T=1 g T=1 g0
_ E 2
Fur schwache Dampfung: = = ) (231)
Mann kann durch Q und !, ausdrucken und erhalt:
r r
2 1

b= 12 Z_'o 1 4—QZ (232)

2) Starke Dampfung: 5 > 1,
Aus den Experimenten in der Vorlesung konnten wir ablesen, dass es bei starker Dampfung
zu keiner Schwingung kommt, sondern wir nur einen exponentiellen Abfall der Amplitude
beobachten. Wir versuchen daher die Gleichung
X+ X+ 15x=0 (233)

durch einen exponentiellen Ansatz zu losen:

x(t) = Be (234)
x(t) = Be |
x(t) = ?Be !

Einsetzen in (233) ergibt
’B B+1B=0
Nach Au osung der quadratischen Gleichung erhalten wir
.
= +— —)2 12
1=2 5 (2) P (235)
Die allgemeine Losung fur starke Dampfung muss 2 freie Parameter haben. Sie ist daher

gegeben durch:
X(t) =Be '+Bye 2! (236)

Dabei ist ; > ,. Die erste Exponentialfunktion fallt somit schneller ab als die zweite.
Die folgende Abbildung zeigt einen typischen Verlauf fur ein stark gedampftes System.

3) Aperiodischer Grenzfall: 5 = 1,
In diesem Fall erhalten wir

G. Herten 138 Experimentalphysik



15.3 Losung der Schwingungsgleichung mit komplexen Zahlen

X

, x(t=0) = A4
X(t=9 =0
0 ——

Heavily damped motion.
In this example y = 4wy, giving gy = 3.73wg and > = 0.268w,.

Somit ist x(t) = (A; + Ay)e 2% nicht die allgemeine Losung, da A; + A, durch eine
Konstante ersetzt werden kann. Wir benotigen somit eine weitere linear unabhangige
Losung der Gleichung. Sie ist gegeben durch:

Xg(t) = Ate zt (237)
Somit lautet die allgemeine Losung
x(t) = (A + Bt)e 2 (238)

Der aperiodische Grenzfall ist dadurch charakterisiert, dass das System in kurzer Zeit zur
Ruhelage zuruckkehrt.

15.3 Losung der Schwingungsgleichung mit komplexen Zahlen

Fur eine ausfuhrliche Behandlung von komplexen Zahlen und Di erentialgleichungen sei auf
die Formelsammlung (FS Kap. 6 und 7) verwiesen. Hier sollen nur die wichtigsten Regeln noch
einmal zusammengestellt werden.
Die Schwingungsgleichung

X(1) + x(t) + ¥ox(t) =0 (239)

ist eine homogene lineare Di erentialgleichung 2. Ordnung und konstanten Koe zienten. Sie
hat folgende Eigenschaften:

1) Wenn x;(t) und x,(t) Losungen von (223) sind, dann ist fur beliebige reelle , auch
X1(t) + Xo(t) eine Losung (Superpositionsprinzip).

2) Xan(t) = Xxi(t) + X(t) ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung, falls x;(t)
und X,(t) linear unabhangig sind. Die freien Parameter und  werden durch die An-
fangsbedingungen festgelegt.

Die allgemeine Losung X,;i(t) der inhomogenen linearen Di erentialgleichung mit einem Frei-
heitsgrad und konstanten Koe zienten

X(t) + x(t) + 18x(t) = A(t) (240)

ergibt sich als Summe der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung (223) Xan(t) und einer
speziellen Losung Xsi(t) der inhomogenen Gleichung

Xai (t) = Xah (t) + Xsi(t): (241)
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Als nutzliches Hilfsmittel zur Losung dieser Di erentialgleichungen fuhren wir komplexe Zahlen
ein. Wir kennen

ganze Zahlen 2; 1;,0;1;2

rationale Zahlen 1=3;5=7; ... p
irrationale Zahl a?=2, a= pf
komplexe Zahl a= 1, a= 1= i

Eine komplexe Zahl la t sich allgemein als z = x + iy ausdrucken, wobei man x = Re(z) als
Realteil und y = Im(z) als Imaginarteil bezeichnet. Graphisch kann man eine komplexe Zahl
als Punkt in der x-y Ebene darstellen.

y/\

In Polarkoordinaten kann man ebenfalls schreiben (Euler Gleichung):
P _
z= Xx2+y2(cos +isin ) =jzje';

wobei wir die De nition der komplexen Exponentialfunktion verwendet haben (FS Kap. 6.6 ).
Dieser Zusammenhang zwischen Geometrie (Trigonometrische Funktionen) und Algebra (Ex-
ponentialfunktion) ist eine bedeutende Erkenntnis der Mathematik. Die mathematische Be-
schreibung von Schwingungen la t sich damit entscheidend vereinfachen. Dabei verwenden wir
folgendes Verfahren: Obwohl wir eigentlich die reelle Gleichung (239) losen wollen, suchen wir
eine Losung der komplexen Gleichung

z+ z+122=0 (242)

oder
(x+ X+ 1) +i(y+ y+13y)=0

Wenn z(t) eine Losung von (242) ist, so sind x(t) = Re(z) und y(t) = Im(z) zwei reelle
Losungen. Falls x(t) und y(t) linear unabhangig sind, ist somit die allgemeine Losung der relle
Di erentialgleichung bereits gefunden; denn sie ist eine Linearkombination (Summe) aus x(t)
und y(t) mit zwei freien Vorfaktoren.

Im allgemeinen konnen wir folgenden Plan festhalten, um eine allgemeine Losung zu nden:

1) Komplexi zierung
Wir losen die komplexe Di erentialgleichung und suchen die allgemeine Losung

z(t) = zi(t) + zo(t)

Durch Bildung des Realteils erhalten wir dann die reelle Losung x(t) = Re(z(t)).
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2) Exponentialansatz
Geeignete Ansatze zur Losung der Schwingungsgleichung sind Exponentialfunktionen der
Form
z(t)=e ' ,wobei eine komplexe Zahl ist.

Einsetzen des Exponentialansatzes in (242) ergibt

2 +12=0 (243)
Der Ansatz fuhrt genau dann zu einer Losung, wenn
r
o =+—= S I K
2=ty GR B

Wir unterscheiden nun die 3 Falle:

1) Starke Dampfung: =2 > 1,.
In diesem Fall sind , und , reell. Wir erhalten somit die allgemeine (reelle) Losung

z() =x(t)= e M+ e 2 (244)
inUbereinstimmung mit (236).

2) Schwache Dampfung: =2 < I,
In diesem Fall konnen wir 1-, ausdrucken durch

r
1=2 = (1)(!3 (5)2): = ilp

i 2 — 2 .

Das Ziel ist nun, zwei linear unabhangige, reelle Losungen zu nden. In unserem Beli-
spiel lassen sie sich einfach aus dem Real- und Imaginarteil einer Losung, z.B. fur 1,
bestimmen:

x1(t) = Re(exp( it)) =e z'cos!Ipt
Xo(t) = Im(exp( 1t)) =e z'sinIpt:

Die allgemeine Losung ist dann eine Linearkombinationen beider Einzellosungen:

X)) = Axi(t) + Axxo(t) =e 2'(Ajcos Ipt + Aysin 1t):

Wie bereits erwahnt lasst sich dieser Ausdruck durch trigonometrische Relationen (FS
Kap. 5.1) in die Losung (224) umwandeln.

Eine andere Moglichkeit ist, zunachst die allgemeine komplexe Losung z(t) anzugeben
und dann den Realteil x(t) zu berechnen. Dieses Verfahren soll nun zur Ubung ebenfalls
durchgefuhrt werden.
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Zunachst erhalten wir die allgemeine komplexe Losung mit den beiden komplexen Zahlen
a=a;+ia,und b=nbhy +ib,

z(t) =aexp( t)+bexp( ,t)=e z'(@e''ot+he 'oY): (245)

Mit der Abkurzung ¢ = cos !'pt und s = sin I'pt kann man den Ausdruck in der Klammer
umformen.

(a1 +iaz)(c +is) + (by +iby)(c is)
=a;c+ia;S+iac  as+hbic  ibys+ib,c+bys
= (@ +b)c+ (b a)s+i[(az+b)c+(an by)s]

Nach dieser Umformung kann man den Real- und Imaginarteil ablesen und erhalt die
allgemeine reelle Losung x(t).

x(t) = Re z(t)
= e 2t [ ia.]_{':'ib]%cos Iot + b2 {ZaZ;Sin !Dt]
= e 2' [AcosIpt+BsinIpt];

wobei A und B reelle Parameter sind. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem fruheren
Ergebnis.

3) Aperiodischer Grenzfall: 1, = =2
Wie in 15.2 erlautert, liefert der Exponentialansatz hier nur eine linear unabhangige
Losung,da = ;= , = =2ist. Eine weitere Losung hat die Form

x(t) =te 2.
Somit erhalten wir als allgemeine Losung

x(t)=( + tle zt (246)

15.4 Erzwungene Schwingung

m [>Fcos(wt+p)

Wir betrachten nun einen gedampften Oszillator, auf den eine periodische au ere Kraft
F (t) = Focos 't wirkt. Dieses System wird dann durch die Di erentialgleichung

X + X+ I12x="F,cos!t (247)
(mit f, = Fo=m und wie bisher ~=b=m ; 12=k=m)
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beschrieben. Zur Losung dieser Gleichung betrachten wir nun, wie im letzten Kapitel erlautert,
zunachst die komplexe Di erentialgleichung.

z+ z+ 122 ="fe'"t (248)

(247) ist der Realteil von (248). Unser Plan ist wiederum, eine Losung z(t) zu nden und
dann durch Bildung des Realteiles eine reelle Losung x(t) zu erhalten. Wir beschranken uns
hier auf den Fall schwacher Dampfung 1, > =2. Um die allgemeine Losung der inhomogenen
Di erentialgleichung (247) zu erhalten, mussen wir eine spezielle Losung von (248) suchen und
sie anschlie end zur allgemeinen Losung der homogenen Di erentialgleichung (239) addieren.
Zunachst wollen wir eine spezielle Losung von (248) nden. Wir versuchen einen exponentiellen
Ansatz

z(t) = Ae'C*t ) (249)
z(t) = iTAe(t ) =1A0t +2) (250)
z(t) = 1PAet = PPACt ) (251)
wobei wir
i= — o+ - . e -
(S COoS 5 1SIN 5 I
und

e =cos +isin = 1
verwendet haben. Einsetzen in (248) ergibt
( PPA+il A+ 13A) =fpe' : (252)

Zunachst konnen wir einen interessanten Zusammenhang zwischen den relativen Phasen von
z(t), z(t), z(t) und der au eren Kraft feststellen. Z.B. habe z(t) zum Zeitpunkt t = 0 die Phase

. Z(t) ist dann bereits vorgeruckt auf + =2 und z(t) auf . Die au ere Kraft hat dann
die Phase null. Diesen Sachverhalt konnen wir weiter erlautern, indem wir Gleichung (252) in
der komplexen Ebene darstellen. Dabei wahlen wir zur Darstellung den Zeitpunkt to = =1,
bei dem z(t) die Phase null und die au ere Kraft die Phase hat.

Im Oy(DA

Re

Die Anteile 12A und 12A haben entgegengesetzte Vorzeichen. Dies ist auf die relative Pha-
senverschiebung von  zwischen z(t) und z(t) zuruckzufuhren. Die Phasendi erenz von =2
zwischen z(t) und z(t) bewirkt, dass der Pfeil der Lange A entlang der imaginaren Achse
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15.4 Erzwungene Schwingung

zeigt. Die Summe aller Pfeile ergibt dann die au ere Kraft. gibt dabei den Phasenvorsprung
der au eren Kraft relativ zur Auslenkung z(t) an. Mit Hilfe des Diagramms erhalten wir

tan = (253)
und mit dem Satz des Pythagoras
fo=( 1PA*+ (15 1%)°A°
oder
g
(15 12+ (1)

Die Funktionen (253) und (254) sind in der folgenden Abbildung dargestellt.
o(w),

Tt

A1) = (254)

>

i
2

0

AW

k % W

Wir konnen nun auch eine spezielle reelle Losung Xs(t) von (248) angeben und erhalten
Xs(t) = A(?)cos(It ): (255)

Folgende Spezialfalle sollen nun genauer untersucht werden:
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1) 1 <<y
In diesem Fall erhalten wir tan 0. Somit ist die au ere Kraft phasengleich mit z(t).
Die Amplitude nimmt dann den Wert

A(1) =Tp=12=Fy=k an.

2) 1= !0
In diesem Fall betragt der Phasenvorsprung der au eren Kraft =2. Sie ist somit phasen-
gleich mit z(t). Die Amplitude erhalt dann den Wert

ACto) = - = Q3 = Q7

Diesen Fall nennt man Resonanz. Die Amplitude ist dabei um den Faktor Q im Vergleich
zu ! << 1, vergro ert.

3) 1 >>1,
Nun betragt der Phasenvorsprung der au eren Kraft . Sie ist also phasengleich mit z(t).
Die Amplitude strebt fur hohe Frequenzen gegen null.

Die Geschwindigkeit und Beschleunigung der speziellen Losung ergibt sich dann zu

xs() =  TA(Dsin(It )
Xxs(t) = 12A(D)cos(!t )
Die folgenden Abbildungen geben einen Uberblick uber die Funktionen A(!), TYA(!) und
1ZA(Y).
In der folgenden Tabelle sind einige Werte der Amplituden zusammengestellt:

Amplitude | ! << 1y | 1 =1, [1>>1,]| Maximum bei

q
A(1) Fo=k | QF 0 I 1 55 <1
1A(1) 0 Fo=b 0 1,
12A(1) 0 QFe Fo To—gz_> 1,

Man erkennt somit, dass fur A(!) der Maximalwert fur Frequenzen unterhalb der Resonanz und
fur 12A(1) oberhalb der Resonanz erreicht wird. Y A(!) erreicht den Maximalwert genau bei
I = 1, Der Q-Wert des Oszillators bestimmt die Breite der Resonanzkurve. In der folgenden
Abbildung sind Kurven von A(1)=A(! = 0) fur verschiedene Werte von Q aufgetragen. Man
erkennt, dass fur gro e Q-Werte die Resonanzkurve schmaler wird.
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In der folgenden Abbildung ist der Phasenvorsprung der treibenden Kraft relativ zur
Auslenkung fur verschiedene Werte von Q aufgetragen. Man erkennt, dass der Ubergang von
=02zu =180 in der Nahe der Resonanz fur gro e Q-Werte sehr abrupt verlauft.
Hau g ist es interessant, die Leistungsaufnahme des Oszillators bei der erzwungenen Schwin-
gung zu bestimmen. Die momentane aufgenommene Leistung ist gegeben durch (Kapitel 7.4)

_aw _
P = - =F® v(© (256)

In unserem Fall erhalten wir mit

F(t) = Fgcos!t und
v(t) Xs() = TA(D)sin('t )
P = FolA(!)cos!tsin(It ):
Mit FS5.1 P Fo!A(Y)cos Tt(sin !tcos cos I'tsin )
Fo!A(Y)cos cos!ttsin!it+
+FoTA(1)sin cos? I't (257)
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Die mittlere Leistungsaufnahme uber eine volle Schwingungsperiode ist

14
P = = P (258)
1 Z,
Mit — cos sin d =0 (259)
2 Z
und 1 i cos? d = 11 2 cos’ +sin® d _1 (260)
2 22 2

sehen wir, dass der 1. Term in (257) bei der Mittelung uber eine Periode keinen Beitrag liefert
und wir im zweiten Term cos? !'t durch den Faktor 1=2 ersetzen mussen. Damit erhalten wir
das Resultat fur die mittlere Leistungsaufnahme
1 :
P= EFO!A(!)sm

Aus dem Diagramm auf Seite 92 ersehen wir, dass

: 1A
sin =
fo
Somit
o 1R!? A_1F; 212
2 f,  2b (12 122+ 212

Das Maximum von P (1) liegt fur alle Werte von Q bei ! = 1. Die Breite der Resonanzkurve
fur P (1) istein Ma fur den Dampfungsparameter . Man ndet, dass die volle Breite der Kurve
bei halber Hohe (1=2P max ) gleich ist.

Der Q-Wert des Oszillators la t sich somit direkt aus der Leistungsresonanzkurve ablesen.

Er ist
Iy Resonanzfrequenz

~ volle Breite bei halbem Maximalwert

Q:
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Bisher haben wir nur die spezielle Losung der erzwungenen Schwingung betrachtet. Nun wollen
wir die allgemeine Losung zusammenstellen.

Xai (t) = Xah (t) + Xs(t)
Xai(t) = Be ztcos(l¢+ )+A(NDcos[It (1) (261)

Wir sehen, dass fur gro e Zeitent ¥ 1 die allgemeine Losung in die spezielle Losung ubergeht.
Der erste Term von (261) ist somit wichtig zur Beschreibung des Einschwingvorganges, wahrend
die spezielle Losung das System fur Zeiten beschreibt, die sehr viel gro er sind als die typische
Dampfungszeit t >> 1.

15.5 Gekoppelte Schwingungen

Bisher haben wir Oszillatoren betrachtet, die aus einer schwingfahigen Masse bestehen. lhre
Oszillation ist durch genau eine Resonanzfrequenz charakterisiert. Nun werden wir Oszillatoren
untersuchen, die miteinander gekoppelt sind. Beispiele sind zwei Pendel, die uber eine Feder oder
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uber eine Stange verbunden sind, oder Massen, die uber Federn miteinander gekoppelt sind.
Wenn man die Bewegung dieses Systems betrachtet, so stellt man fest, dass sich die Massen A
und B im allgemeinen nicht wie bei einer harmonischen Schwingung verhalten. Man beobachtet
einen standigen Wechsel zwischen Schwingungen von A und B. Wenn A in Ruhe ist, schwingt B
mit maximaler Amplitude und umgekehrt. Es wird standig Energie zwischen beiden Oszillatoren
ausgetauscht. Allerdings gibt es zwei spezielle Bewegungen (die beiden Eigenschwingungen),
bei denen beide Massen harmonische Schwingungen durchfuhren. Die Eigenschwingungen sind
gegeben durch:

1) Parallele Schwingung von Aund B (Xa = Xg)
2) Anti-parallele Schwingung Xa = Xg)

Wir wollen nun die Bewegungsgleichung dieser gekoppelten Schwingung herleiten. Dazu be-
trachten wir zwei Massen A und B, die uber eine Feder mit der Federkonstante k an einer
Wand befestigt sind und miteinander uber eine Feder mit  gekoppelt sind. Zum Zeitpunkt
t = 0 seien die Massen aus der Ruhelage um xa bzw. xg ausgelenkt.
Ruhe -
- fage
|

Auf die Masse A wirkt die Kraft
F/_\ = kXA (XA XB) (262)

Der erste Term ist die bekannte Federkraft eines einzelnen isolierten Oszillators. Der zweite
Term beschreibt die Kraft, die von der mittleren Feder herruhrt. Diese Kraft ist proportional
ZU Xg  Xa. Fur xg = Xxa ist diese Kraft null, fur xg > xa zeigt sie in +x, Richtung und fur
Xg < Xa In Xa Richtung. Analog nden wir fur die Kraft auf B

FB = kXB (XB XA): (263)
Damit erhalten wir folgende Di erentialgleichungen (bei Vernachlassigung von Reibung).

m Xa + KXa + (XA XB) =0 (264)
m Xg+kxg+ (Xg Xa) = 0 (265)
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Dies sind zwei gekoppelte Di erentialgleichungen. Zur Losung erinnern wir uns an unsere ex-
perimentelle Beobachtung, dass eine harmonische Bewegung fur die beiden Eigenschwingungen
beobachtet wird. Wir de nieren daher

X1 = Xa +Xp
X2 = Xa X

Fur die erste Eigenschwingung (gleichlau ge Bewegung beider Massen mit gleicher Amplitude)
ist somit x; = 2xap = 2Xg und X, = 0 und fur die zweite Eigenschwingung (gegenlau ge
Bewegung) x; =0 und X, = 2Xa = 2Xg.

Durch Addition und Subtraktion von (264) und (265) erhalten wir

M(Xa +Xg) + k(Xa+Xg) = 0
m(Xa Xg)+k(Xa Xg)+2 (Xa Xxg) = 0
oder
X1 + !]Z_Xl =0 (266)
Xp+ 1%, = 0 (267)
mit 12 = k=m (268)
K+ 2

12 = - (269)

Mit Hilfe der Eigenschwingungen erhalten wir somit zwei entkoppelte harmonische Schwin-
gungsgleichungen. Die erste Gleichung (266) beschreibt die parallele Bewegung von A und B
mit der Schwingungsfrequenz !, und (267) beschreibt die antiparallele Eigenschwingung mit
der Frequenz I,. Die beiden Eigenschwingungen sind somit entkoppelt. Ein gekoppeltes Pendel,
das sich mit einer Eigenschwingung bewegt, bleibt in diesem Modus, da die Komponente der
anderen Eigenschwingung xXa + Xg bzw. Xxa X null ist. Fur die Eigenschwingungen erhalten
wir somit die allgemeine Losung

X1(t) = Agcos(I;t+ ;) (270)
Xo(t) = Azcos(It+ ) (271)

Dabei ist 1, > 1,, d.h. die antiparallele Schwingung erfolgt mit gro erer Frequenz. Dies ist
auch verstandlich, da bei dieser Bewegung die mittlere Feder maximal angespannt wird.

. 1
Mit Xp = E(Xl + X3)
1
und Xg = E(Xl X2)
erhalten wir dann fur die Bewegung der Massen A und B

A A
XA — 71 cos(¥.t+ )+ 72 cos(I,t+ ») (272)

A A
Xg = 7lcos(!1t+ 1) 72cos(!2t+ 2): (273)
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Die Bewegung von A und B entspricht somit einer Superposition der harmonischen Eigen-
schwingungen. Fur den speziellen Fall A= A; = A, und ; = , = 0 konnen wir dann weiter
umformen

. 1 1
mit cos +cos = 2cos§( )cosé( + ) (274)
1 1
und cos cos = 25|n§( )smé( + ). (275)
] ] I, +1
= A =2 -1t =2 -1t
Xa cos > cos 5
! ! L+
Xg = AsIn 2 't sin 22 5 =

Der linke Cosinus-, bzw. Sinus-Term, beschreibt eine Schwingung mit kleiner Frequenz, die auch
Schwebung genannt wird. Der rechte Term beschreibt den schnell Oszillierenden Anteil.

Diese Funktionen haben etwa folgenden Verlauf:

Abb. 49: Verlauf von xa und Xg bei der gekoppelten Schwingungen.

Das bisherige Ergebnis konnen wir verallgemeinern (D. Bernoulli 1753).

1) Ein oszillierendes System mit N Massen hat genau N unabhangige Eigenschwingungen
fur eine Bewegung in einer Dimension.

2) Die allgemeine Bewegung des gekoppelten Systems ist eine Superposition der Eigenschwin-
gungen.

Diese Verallgemeinerung konnen wir experimentell leicht uberprufen, indem wir ein System
mit mehreren Massen mit einer au eren periodischen Kraft anregen. Dann beobachtet man bei
den einzelnen Eigenfrequenzen gro e Amplituden und kann die Eigenschwingungen deutlich
erkennen. Bei 3 Massen ndet man die Eigenschwingungen.

1) [ |
2) " | LI
3) | | |

Dabei sollen die Pfeile Bewegungen nach links oder rechts und die Ruhelage andeuten. Die Ei-
genschwingungen sind dadurch charakterisiert, dass die Massen Phasenunterschiede von 0 oder
180 zueinander haben, bzw. in Ruhe sind und jede eine harmonische Schwingung durchfuhrt.
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16 Mechanische Wellen
16.1 Wellengleichung

LIS
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Bei einem System von N gekoppelten linearen Oszillatoren hatten wir bereits in den ge-
koppelten Schwingungen gesehen, dass sich eine Schwingung eines Oszillators fortp anzt. Wir
betrachten nun eine Kette von vielen Massen und Federn, wie in der Abbildung dargestelit.
Die allgemeine Bewegung der Oszillatoren kann man sich nach dem Theorem von Bernoulli aus
N Eigenschwingungen zusammengesetzt denken. Versetzt man eine Masse in Schwingung, so
p anzt sich diese Storung entlang der Kette fort. Dies bezeichnen wir als eine Welle, die sich
entlang der Kette ausbreitet. Ein solches System mit vielen gekoppelten Massen und Federn
ist ein Modell fur ein Seil mit einer kontinuierlichen Massenverteilung. Die Wellenausbreitung
entlang eines Seils wollen wir nun genauer untersuchen.

Y Zzeitt

[\ :
| v(t-t) Zeit t
/\ /\ /\ z
o\

)\

Abb. 50: Eine Seilwelle, die sich in der Zeit t t' mit der Geschwindigkeit v ausbreitet.

Wir betrachten ein Seil, das am linken Ende cosinus-formig nach oben und unten bewegt
wird. Zur Zeit t habe das Seil am Ort z = 0 ein Maximum. Die Schwingung bei z = 0 lasst
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sich somit folgenderma en beschreiben:
y(z = 0;1") = yycos(1th)

Yo ist die Amplitude der Seilauslenkung bei z = 0. Wir beobachten nun, dass sich nun eine
sinusformige Welle auf dem Seil bildet, sodass sich ein Wellenberg in z-Richtung fortbewegt.
Das Maximum lag zum Zeitpunkt t' am Punkt z = 0. Zum Zeitpunkt t be ndet sich derselbe
Wellenberg an der Stelle z = v(t t%), wobei v die Ausbreitungsgeschwindigkeit (oder Phasen-
geschwindigkeit) der Welle ist. Der Ausdruck Phasengeschwindigkeit ruhrt daher, dass sich eine
Phase der Cosinus-Welle, z.B. das Maximum (Phase = 0 oder 2 ), mit dieser Geschwindigkeit
ausbreitet. Au osen nach t* liefert ,
=t = : (276)
Vv
Die Auslenkung des Seils an der Stelle z zum Zeitpunkt t ist gleich der Auslenkung bei z =0
zum Zeitpunkt t*, d.h.

y(z;t) = y(0; ') = ypcos I't (277)
Einsetzen von t° liefert ,
y(z;t) = ypcos I(t \—/) : (278)

Man beachte, dass v die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ist und nicht die Geschwindig-
keit eines Seilstuckes. Jeder Punkt auf dem Seil schwingt in y-Richtung mit der Frequenz !
und der Geschwindigkeit dy=dt. Eine Welle, die sich in z Richtung bewegt, hatte die Form

y(z;t) =ypcos I (t+z=v)
Wir sehen au erdem, dass sich am Ort z + wieder ein Wellenberg be ndet, d.h. es gilt

h y(z;t? = y(zﬁi- ;) oder
1 1
cos 't —z = cos It —(z+ )
Vv Vv

Dies ist aber nur erfullt, wenn

oder
=" 27 (279)

ist die Wellenlange und f die Frequenz der Schwingungsanregung. Die Phasengeschwindigkeit
ist somit gegeben durch das Produkt von Wellenlange und Frequenz. Hau g verwendet man
auch die Wellenzahl 5

k=2 . (280)

Damit ist die Phasengeschwindigkeit gegeben durch
I

V= (281)

und die sinusformige Welle kann geschrieben werden als

y(z;t) =ypcos(It kz) : (282)
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Wir bilden nun die zweifache partielle Ableitung nach der Zeit und nach dem Ort

@2y 12
— = I%gcos(1t Kkz)
0t , _ const
2
% . = Kk?pcos(1t kz)
t = CONS

Somit nden wir den Zusammenhang

0% _ ! 2@%

o~ k@22

Mit 1=k = v ergibt sich somit die ein-dimensionale (Ausbreitung nur in z-Richtung) Wellen-
gleichung

0%y _ 0%

e " @z?
Obwohl wir diese Gleichung fur sinusformige Wellen hergeleitet haben, werden wir sehen, dass
sie allgemein fur alle Wellen gilt, die sich ohne Dampfung in einer Dimension fortp anzen.
Wir wollen nun die Wellengleichung fur Seilwellen herleiten.

y
A

(283)

Wir betrachten ein Seil, das sich unter der Spannung (Kraft) T be ndet, deren Betrag
sich zeitlich nicht andern soll. Somit wirkt auf ein Seilstuck der Lange z eine Kraft T nach
links und nach rechts unter verschiedenen Winkeln ; und , zur Ausbreitungsrichtung z. Die
entsprechenden Komponenten in y Richtung sind T; und T,. Mit dem 2. Newtonschen Gesetz

my =F (284)

erfahrt dann das Massenelement der Lange z die Beschleunigung y in y-Richtung. Dabei ist
m = z mit der Massenbelegung pro Lange . F ist die Kraft, die auf das Seilstuck in
y-Richtung wirkt.

F=T, T,=T(in , sin ;) T(tan , tan ;)
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Den Tangens konnen wir durch die erste Ableitung ausdrucken:

tan ; = @_y und
0z ,
tan , = g—z =y'z+ 2)=Ff@z+ 2)
z+ z

Damit erhalten wir fur die Kraft
F=T[f(z+ 2z) f(2)]
Andererseits nden wir mit der Taylorentwicklung
fz+ 2) f@Q+f(©) z

Einsetzen liefert

0 @2y
F=Tf(2) 2=Toz 2 (285)
Einsetzen in (284) ergibt dann
@y _ _@%
z@? = T@ z oder
@y _ T@%
w - ez (286)

Der Vergleich mit der Wellengleichung (283) zeigt, dass die Phasengeschwindigkeit der Seilwelle

gegeben ist durch s

T
V= — (287)
Nicht nur sinus oder cosinus-Funktionen sind Losungen der Wellengleichung sondern alle Funk-
tionen der Form

z
g(t \7) ;
die nur von der Kombination t z=v abhangen. Dies soll nun bewiesen werden. Wir verwenden
den Ansatz ;
y=9(t °)
oy _
ot g
@y _
T
oy _ 1,
oz v
oy 1,
0z2 v2
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16.1 Wellengleichung

Einsetzen in die Wellengleichung liefert

1
0 —,,2 00
g =V Wg
Damit ist gezeigt, dass jede Funktion, bei der Zeit und Ort nur in der Kombination t z=v
vorkommt, eine Losung von (283) ist. Die allgemeine Losung der ein-dimensionalen Wellenglei-

chung la t sich schreiben als
y(z;t) =g(t z=v) +f(t+z=v) (288)

und somit als Uberlagerung einer in +z und einer in  z Richtung laufenden Welle.
Nun wollen wir noch die Energie berechnen, die pro Zeit (Leistung) durch den Punkt z;
ie t.

Die Leistung ist gegeben durch ((Kapitel 7.4)) P = F v. Iny Richtung muss die Gegenkraft
Fy uberwunden werden, die sich berechnen lasst zu:

_ : _ Loy
Fy= Tsin Ttan = T@
Mit 0
_ by
V= ot
erhalten wir somit fur die momentane Leistung am Punkt z zur Zeit t
o oy@y
P(z;t) = T@z T (289)

Als Beispiel betrachten wir wieder unsere Cosinus-Welle in +z Richtung.
y(z;t) =ypcos(1t kz)

Damit erhalten wir
P(z;t) = Tklyzsin®(1t  kz) (290)
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16.2 Schallwellen

Mit unserer Vorzeichenwahl ist die Leistung positiv, wenn sich die Welle in +z-Richtung bewegt
(k positiv) und negativ in umgekehrter Richtung (k negativ). Die uber eine volle Periode

2
!

T =

gemittelte Leistung ist dann .
<P >= ETk!yg ; (291)

16.2 Schallwellen

Im letzten Kapitel haben wir Transversalwellen am Beispiel einer Seilwelle untersucht. Nun
werden wir Longitudinalwellen behandeln. Dabei schwingen die Oszillatoren in Ausbreitungs-
richtung der Welle. Schallwellen in Luft sind ein Beispiel fur Longitudinalwellen. Dabei werden
im Gas Druckschwankungen erzeugt, die allerdings sehr klein im Vergleich zum atmospharischen
Druck sind. Dieser betragt po = 1;01  10° N/m?. Typische Schallwellen (z.B. bei einem Ge-
sprach) erzeugen zusatzliche Druckschwankungen von ps 10 2 N=m?. Der Gesamtdruck ist
somit

p=p0+ Ps Po

Wir betrachten eine bestimmte Gasmenge (Anzahl von Gasmolekulen), die zu einem gewissen
Zeitpunkt das Volumen V. = Vo + Vg einnimmt, wobei Vg die Volumenanderung aufgrund
der Schallwelle angibt. Bei Gas ist der Druck eine Funktion des Volumens p = p(V ). Mit einer
Taylorentwicklung erhalten wir somit die Beziehung

p=p(V)=pMo+ Vs)=pVo)+p'(Vo) Vs

Mit po = p(Vo) und p'(Vo) = & erhalten wir

@_VVO
V
p=pot o Vo Vo=po+V 20 v (292)

In (193) hatten wir den Kompressionsmodul K de niert als

Vv
P K
In diesem Fallist p=p po= ps die Druckanderung aufgrund der Schallsund V = Vg

die entsprechende Volumenanderung. Einsetzen in (292) liefert

Vs

Ps = KV

(293)

Mit den Eigenschaften von Gasen und speziell dem Kompressionsmodul K oder dem Kehr-
wert, der Kompressibilitat, werden wir uns in Kapitel 18 noch ausfuhrlicher beschaftigen. Hier
wollen wir nun ein wichtiges Resultat vorwegnehmen. Bei Gasen muss unterschieden werden,
unter welchen Bedingungen die Kompression statt ndet, z.B. ob dabei die Temperatur konstant
bleibt (isothermer Prozess) oder ob die Gesamtenergie des Gases konstant bleibt (adiabatischer
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16.2 Schallwellen

Prozess, d.h. es wird keine Warme an die Umgebung abgegeben). Als Ergebniss ndet man fur
Kompressionsmodul eines idealen Gases:

K =p (isothermer Prozess)

K = p (adiabatischer Prozess) (294)

Dabei ist der Adiabatenkoe zienz, der fur Luft den Wert = 1:4 hat. Bei der Schallaus-
breitung erfolgt die Kompression des Gases so schnell, dass keine Warme mit der Umgebung
ausgetauscht werden kann ( Q = 0). Es handelt sich somit um einen adiabatischen Prozess.
Diese Ergebnisse werden wir bei der Herleitung der Wellengleichung fur Schall verwenden.

% 2

/

/

>

2, 7z 2%

%AZ%

Wir betrachten einen gasgefullten Zylinder mit dem Querschnitt A. Ein Volumenelement
der Lange z be ndet sich zwischen den Punkten z; =z und z, =z + z. Bei Durchgang der
Welle verschieben sich die Molekule um eine Strecke, die durch die Funktion s(z) gegeben ist.
Nun be ndet sich dieselbe Gasmenge im Volumenstuck zwischen den Punkten z; = z + s(2)
und z =z+ z+s(z+ z). Die Volumina sind somit

V. = Az, z1)=A z
Vi = A@ ZD)=A[ z+s@+ z) s(@2)]
Vo = VY V=A[s@z+ 2) s@)]

und somit V _ sz+ z) s(2) @_s _ (295)
\% z @z
Mit (293) erhalten wir somit
ps= K VVS = Kg (296)
Nun verwenden wir das 2. Newtonsche Gesetz fur Bewegungen in der z-Koordinate:
ms=F, : (297)
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16.2 Schallwellen

Die Masse der betrachteten Gasmenge ist m = V = A zund s(z) die Beschleunigung der
Gasmolekule am Ort z. F, ist die au ere Kraft, die auf das Volumenelement in z-Richtung
wirkt. Sie ist gegeben durch

F.= Alp@z+ 2) p@D= Alps(z+ 2) ps(2)]

Das Minus-Zeichen berucksichtigt, dass die Kraft in die  z Richtung zeigt, falls der Druck an der
Stelle z+ 1z gro erist als bei z. Der atmospharische Druck ist auf beiden Seiten des Volumens
gleich. In der Di erenz erscheint somit nur noch der Schalldruck. Mit einer Taylorentwicklung
erhalten wir fur kleine z

0
o= A+ ) p@) A Xz
Einsetzen von (296) liefert weiter
_ @ps _ @ZS
F, = A 0z z = +AK 022 Z

Mit dem 2. Newtonschen Gesetz (297) ergibt sich somit

@*s _ ., 0°s

A Z@? —AK@? Z

oder 62 K @2

S S

Aus einem Vergleich mit der ein-dimensionalen Wellengleichung (283) sieht man, dass die Aus-
breitungsgeschwindigkeit der Schallwelle gegeben ist durch:

v=PK

Durch Einsetzen des Kompressionsmoduls fur Gase fur eine adiabatische Prozess (294) nden
wir somit fur die Schallgeschwindigkeit
s

| gl
K_ p

v = (299)

Fur die Ausbreitung von Longitudinalwellen in einem ussigen Medium ndet man dieselben
Ausdrucke; allerdings muss nun der Kompressionsmodul der Flussigkeit eingesetzt werden, den
wir in (193) de niert hatten durch

v
= K——
P v
Bei einer Longitudinalwelle, die sich entlang eines Stabes ausbreitet, erzeugen die Druckschwan-
kungen eine lokale Langenanderung des Stabes. Die relevante Materialgro e ist daher der Elas-
tizitatsmodul E, der gegeben ist durch (188)
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Schallwellen

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Longitudinalwelle entlang des Stabes ist dann:

S __
E

v= (300)

Wir konnen somit die Ausbreitungsgeschwindigkeiten von mechanischen Wellen zusammenfas-

sen.

1)

2)

3)

4)

5)

Transversale Wellen, z.B. Seil, Draht.

Ein Draht mit = 0;5 g/m, der mit einer Kraft T = 100N gespannt ist, hat eine
Ausbreitungsgeschwindigkeit von v 450 m/sec.

Schallwellen in Gas P P
vV = K= = p=

Die Schallgeschwindigkeit in Luft bei Normaldruck und T =0 betragt 343m=sec.

Schallwellen in einer Flussigkeit p
v= K=

Der Kompressionsmodul fur Wasser betragt 2 10° N/m?. Damit erhalt man eine Schall-
geschwindigkeit um 1500 m/sec.

Longitudinalwellen in einem Stab
vV = E=

Typische Geschwindigkeiten in Metallen betragen ca. 6000m=sec. Die gemessenen Ge-
schwindigkeiten stimmen mit den Vorhersagen innerhalb von 15% uberein. Eine Abwei-
chung ruhrt daher, dass der Elastizitatsmodul durch statische Messungen bestimmt wird.
Fur die Wellenausbreitung ist aber das Verhalten des Materials bei schnellen Kontraktio-
nen entscheidend.

Transversalwellen in einem Stab
v= G=

Bei Transversalwellen in einem festen Korper werden benachbarte Schichten gegeneinan-
der verschoben. Die Kopplung erfolgt durch die Scherkraft. Daher ist die relevante Mate-
rialkonstante der Schubmodul (Torsionsmodul). Typische Werte fur Transversalwellen in
Metallen liegen um 3000m=sec.

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick uber Schallgeschwindigkeiten von Longitudinalwellen
in verschiedenen Materialien.

G. Herten 160 Experimentalphysik



16.3 Re exionen

Material E(N/m?) K(N/m?)  (kg/m3) v(m/s)

Luft 1:4 10° 1 330
Helium 1:66 10° 970
Wasser 2;:0 10° 10° 1500
Aluminium 6;0 10%° 2:7 10° 5100
Granit 5:0 10%° 2:7 10° 5000
Blei 1:6 10%° 11;4 10° 1320
Silber 7:5 10%° 10;4 10° 2680

16.3 Re exionen

Wenn sich eine Welle entlang eines Seils fortp anzt, beobachtet man, dass sie am Ende des
Seils re ektiert wird. Die einlaufende Welle uberlagert sich mit der re ektierten Welle. Diese
Re exionen wollen wir genauer untersuchen.

Wir betrachten ein elastisches Seil, das am linken Ende von einer transversalen Kraft F, ange-
regt wird. Die Kraft wirkt der Seilspannung entgegen.

yA

1 =Z

K

F,= T,= Tsi -7 W

y= Ty = Tsin Ttan = T —= (301)
@Z z=0

Da sich eine Welle entlang des Seils bewegt, hat die transversale Auslenkung des Seils die Form

y(@z:t) =y(vt  z) =y(s)

mit s = vt z. Dabei gilt das Minuszeichen fur die Bewegung in +z-Richtung und das Plus-
zeichen fur eine Wellenausbreitung in  z-Richtung. Dann erhalten wir

b _ ey _oy,
@t @s @t @s
oy _ Gy@s _ @y
0z @s@z  @s

Also 0 0

oy _ Oy .

ot Vv 0z (302)
Diese Gleichung besagt, dass fur alle Seilwellen gelten muss, dass die transversale Geschwindig-
keit @y=@t gleich dem Produkt aus Phasengeschwindigkeit v und transversaler Steigung @y=0z
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16.3 Re exionen

des Seils ist. Diesen Zusammenhang werden wir spater verwenden. Diese Beziehung konnen wir
in (301) einsetzen und erhalten

Fy = T oy : (303)
v @t z=0
: P_— .
Mit (287) v=" T= nden wir dann
o M
Fp= T oy _ z@—y : (304)
@t z=0 @t z=0
wobei
P
Z= T
die Impedanz des Seils ist. An der De nition der Impedanz
Fy
= 305
By-at (305)

sieht man, dass gro e Impedanz bedeutet, dass eine gro e Kraft benotig wird, um ein Mas-
senstuck auf dem Seil zu bewegen. Die Impedanz ist somit ein Ma fur den Widerstand der
uberwunden werden muss, um das Seil auszulenken.

Wir betrachten nun zwei unterschiedliche Seile, die miteinander verbunden sind.

o A

TV M2y ToVo, M2,

Die Materialeigenschaften und somit die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit und die Impe-
danz seien fur beide Seile verschieden. Wir fuhren nun ein Experiment durch und lassen einen
Puls auf Seil 1 nach rechts laufen (Welle y,). Wir beobachten, dass sich im allgemeinen ebenfalls
ein Puls entlang des Seils 2 fortbewegt (transmittierte Welle y;) und eine Welle an der Verbin-
dungsstelle von Seil 1 und Seil 2 re ektiert wird und sich in  z-Richtung auf Seil 1 ausbreitet
(re ektierte Welle y,).

Auf Seil 1 haben wir somit eine Uberlagerung von zwei Wellen y,(z; t) und y,(z; t) und auf Seil
2 nur die transmittierte Welle

yi(z;t) = ya(z;t) +ye(z;1) (306)
y2(z; 1) ye(z; ) (307)

Randbedingungen:

Nun mussen wir noch die Randbedingungen am Verbindungspunkt der Seile z = 0 erfullen.
Diese besagen, dass die Funktionen, die die Auslenkung und Krafte auf Seil 1 und Seil 2 be-
schreiben, am Punkt z = 0 stetig sein mussen. Ebenso sollte die zeitliche Ableitung existieren
und auch stetig sein. Diese Randbedingungen legen das Re exionsverhaltens der Wellen fest.

G. Herten 162 Experimentalphysik



16.3 Re exionen

1) Steigkeit der Auslenkung und Geschwindigkeit
Die Auslenkung und Geschwindigkeit von Seil 1 und Seil 2 bei z = 0 mussen zu allen
Zeiten gleich sein.

y1(0;t) = y2(0;1)
Ya(0;t) + yr(0;t) =y:(0; 1) (308)
Die Stetigkeit der ersten zeitlichen Ableitung liefert

. L0 _ %

@t z=0 @t z=0_ @t z=0 (309)

2) Stetigkeit der Krafte
Die transversalen Krafte bei z = 0 mussen zu allen Zeiten auf beiden Seilen gleich sein.
Fiy(0;t) = F2y(0; 1) (310)
Einsetzen von (304) liefert

Bva By
@t z=0 @t z=0

Das Minus-Zeichen ruhrt daher, dass sich die re ektierte Welle in  z-Richtung ausbreitet und
daher nach (304) ein negatives Vorzeichen zu wahlen ist. Mit

Fiy(0;t) =Z (311)

Foy(0;1) = Z; o (312)
@t z=0
erhalten wir dann 0 0 0
Ya Yr Yt
Z, — Z) — =27, — : 313
' @t z=0 ' @t z=0 ’ @t z=0 ( )
Einsetzen von (309) in (313) liefert
S U O VN 7
@t z=0 @t z=0 @t z=0 @t z=0
Qyr @ya
- Z, Zp;) = — Z, Z
ot Z=0( 1 Z2) ot Z=0( 2 Z1)
oyr  _ 4 ZBya
ot z=0 Z,+Z; @t z=0
Integration uber die Zeit ergibt denselben Zusammenhang auch fur die Auslenkung
a4 Lo oy
U L (314)

Die Integrationskonstante ist Null, da die re ektierte Welle y,(0;t) = 0 sein muss, wenn

Ya(0; t) = 0.
L4 4

Z+ 27,
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nennt man den Re exionskoe zienten ( 1 R 1). Einsetzen von (314) in (308) liefert

Zl Zz 2Zl
)= 1+ 0;1) = 0;t) 315
= _ 4 ist der Transmissionskoe zient (0 T 2)
CZ1+ 2,

Wir sehen, dass R und T nur von den Impedanzen abhangen. Im Spezialfall, dass beide Seile
mit derselben Spannung T gespannt sind, erhalt man mit

_ @ J—
Z=pT ;ov= T= Z:%

2y Zy  1=vi 1=vp, Vo Vg
1+ 27, 1=v; + 1=v, Vi +Vy

und fur den Transmissionskoe zienten T

T = 221 _ 2:V1 _ 2V2
CZi+Zy VitV VitV

Beispiele:

a) Z, Z
Ya
VA
Z, YrjM Z,

R= 1; T=0; y(0;t)= vya(0;t); ye(0;t)=0

Dieses Beispiel beschreibt im Grenzfall ein Seil(mit Z,, das an einer Wand (Z,) festge-
bunden ist. Dabei wird die Welle mit voller Amplitude re ektiert. Allerdings gibt es einen
Phasensprung von 180 an der Wand, d.h. die re ektierte und einlaufenden Wellen haben
unterschiedliches Vorzeichen.

b) Z, Z,

R=1; T=2; y(0;t)=ya(0;t); vy(0;t) = 2ya(0; 1)

Die Grenzfall beschreibt ein sehr dickes Seil (Z,), das an eine dunnes Seil gebunden ist
(Z,). Der re ektierte Puls hat gleiche Polaritat wie der einlaufende Puls. Aufgrund der
Stetigkeit muss daher der transmittierte Puls eine doppelt so gro e Amplitude haben.
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16.4 Stehende Wellen

Z | Z,

1

C) Z, =2,

R=0;, T=1; y(0;t)=0; yu(0;t) =ya(0;t)

Wir sehen, dass keine Re exionen auftreten, wenn beide Seile dieselbe Impedanz haben. Auch
wenn beide Seile aus unterschidlichen Materialien bestehen sollten, ist fur das Re exionsver-
halten nur die Impedanz entscheidend.

16.4 Stehende Wellen

Wir betrachten ein Seil, das am linken Ende (z = 0) an einer Wand befestigt ist (Z, = 1)
und am anderen Ende sinusformig bewegt wird. Damit erhalten wir fur die einlaufende und
re ektierte Welle die Re exionsbedingung bei z =0

2L L2y 0= ya0it) (316)

-t )
¥ =777

Als Ansatz fur y, benutzen wir sinus-formige ein-dimensionale Wellen mit freier Phase ~, die
sich in  z-Richtung mit der Phasengeschwindigkeit v = 1=k bewegt:

Va(z;t) = Alcos(Tt+kz + 7) (317)

Um die Randbedingung (316) zu allen Zeiten zu erfullen, muss fur die re ektierte Welle (+z-
Richtung) gelten:
yr(z;t) = Alcos(It kz+7) (318)

Die Uberlagerung (Superposition) beider Wellen liefert dann mit
1 1
coS cos = 2sin 5( + )sin 5( )

y(z;t) = ya(z;t) +y,(z;t) = 2A'sin(kz) sin(1t+ 7)

Die Variablen z und t sind getrennt, somit handelt es sich nicht mehr um eine Welle, die
sich ausbreitet. Man spricht von einer stehenden Welle, Eigenschwingung oder Eigenmode. Mit
A = 2A!erhalt man als allgemeine Darstellung:

y(z;t) = A sin(kz) sin(It+ 7) (319)

Alle Punkte auf dem Seil fuhren Sinusschwingungen mit der Frequenz ! durch. Die Amplituden
dieser Schwingungen sind ortsabhangig und gegeben durch Asinkz. Man erkennt Knoten, fur
die gilt sinkz = 0 und Bauche mit sinkz = 1. Nun betrachten wir ein Seil der Lange L, das
an beiden Enden eingespannt ist.
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Die Randbedingungen erzwingen y(0) = 0 und y(L) = AsinkL = 0. Daraus folgt, dass nur
diskrete Werte k, erlaubt sind.

knbL=n (n=12;::) (320)
Mit k, 2_ erhalten wir somit verschiedene Wellenlangen, die mit den Randbedingungen
vertragllch sind.
2 2L

fo=—=— (n=1;2;::) (322)

Die folgende Abbildung zeigt die Eigenschwingungen fur ein Seil, das an beiden Seiten fest-
gebunden ist (Z = 1) und ein zweites Seil, das an einem Ende uber einen Ring frei be-
weglich ist (Z = 0). Am o enen Ende muss dann ein Schwingungsbauch vorliegen, d.h.
sinkL= 1% koL =5(@n 1) oder ,=4L=2n 1);n=1;2;:::.

Seil n=1: Enden (fest, fest) | Seil n=1: Enden (fest offen) |

: : ey ] : :
Aoy iy o -'-’-'-'-'-'r ----------- oy Pivivivs
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 5 0.6 0.7 0.8 0.9

Seil n=2: Enden (fest fest) |

At o ge— - - hERER R Femmmeedeneeeige Ll S-S R
: q D : : : P .. :

Abb. 51: Stehende Wellen bei einem Seil mit zwei festen Enden (links), bzw. einem festn und einem
0 enen Ende (rechte Abbildung).
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Die Eigenmode der stehenden Welle sind somit
Yn(z;t) = Ansin(knz) sin(Ypt+ 7,) mit 1, =vk, (323)

Nun wollen wir zeigen, dass Gleichung (323) fur stehende Wellen auch eine Losung der Wellen-
gleichung ist. Dies erwarten wir, da eine stehende Welle eine Superposition von zwei entgegen-
gesetzt wandernden Wellen ist. Formal erhalten wir

@Zyn — A k2 H k 1 1 +
7 = nk2sin(k,z) sin(Yat+ 7))
@Zyl’l _ A|2 H k 1 1 .
e - 12sin(knz) sin(fat+ )

und somit ist die Wellengleichung

0y _ In T8%n _ 0%
ot? kKo @22 @z2

Stehende Wellen treten auch bei Schall auf und werden z.B. in Orgelpfeifen zur Erzeugung von
Tonen verwendet. Es gelten dieselben Regeln fur Re exion und Transmission. Bei Longitudi-
nalen Wellen verwendet man die charakteristische Impedanz (Impedanz pro Flache).
Longitudinale Schallwelle:

erfullt.

Transversale Welle: s

und Z=
Wenn wir eine Orgelpfeife betrachten, die bei z = 0 geschlossen und bei z = L 0 en ist, so

gelten folgende Randbedingungen fur die Druckanderung ps(z;t) und Auslenkung s(z;t) der
Gasmolekule

P S

z=0 z=L =0 =L

1) O enesEndez =1L
Der Schalldruck ist Null: ps(L) = 0 (Knoten in der Druckverteilung).
Die Auslenkung der Molekule hat ein Maximum (Bauch in der Auslenkung).
@s

— 0 —
@_Zz=|__S(L)_O
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2) Geschlossenes Ende z =0
Hier nden wir die entgegengesetzte Situation. Die Auslenkung hat einen Knoten: s(0) =
0, und der Druck einen Schwingungsbauch:

0 _ g
0z, p’(0)=0:

Wir konnen somit einen mathematischen Ausdruck fur eine stehende Schallwelle angeben, der
mit den Randbedingungen vertraglich ist.

s(z;t) = spsin(knz) cos(I t+ 7))

Mit (296)
_ . 0s
ps = K 0z
erhalten wir dann
Ps(z;t) = pocos(knz) cos(Tnt+ 7p)

Einsetzen der Randbedingungen bei z = 0 und z = L liefert

koL = (2n 1)5 und
v .
I, = vka=(2n 1)£ mit n=1;2;3;:::

Wir sehen, dass in einer stehenden Welle Orte mit Knoten in den Druckschwankungen Bauche
in der Auslenkung haben.

16.5 Fourierentwicklung

Wir haben bereits diskutiert, dass jede Funktion der Form g(vt z) eine Losung der ein-
dimensionalen Wellengleichung ist. Als Beispiel haben wir sinusformige laufende Wellen be-
trachtet. In der Praxis hat man es allerdings oft mit nicht-sinusformigen Wellen zu tun. Wir
wollen nun untersuchen, mit welchen mathematischen Methoden wir allgemeine Wellen behan-
deln konnen.

Wir unterscheiden nicht-periodische und periodische Signale. Ein Beispiel fur eine nicht-
periodische Welle ist ein Knall, der nur einmal auftritt und sich nicht wiederholt. Periodische
Signale treten mit guter Naherung bei Musikinstrumenten auf, wenn man einen lang anhalten-
den Ton spielt.

Die Abbildung zeigt als Beispiel das Signal einer Geige, mit der ein Grundton von 437 Hz
gespielt wird. Das Signal ist nahezu periodisch, ahnelt einer Sinusfunktion, zeigt allerdings eine
kompliziertere Struktur. Zur mathematischen Behandlung solcher beliebigen, aber periodischen
Signale bieten sich die Fourierreihen an. Dabei handelt es sich um die Entwicklung einer pe-
riodischen Funktion f(x) mit der Periode 2° in einer Reihe von trigonometrischen Funktionen
der Perioden 2°=n, mitn=1;2;::: 1.

do X .
f(x) = > + an COSN—X + b, sinn—Xx (324)

n=1
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T TIMEY : ————.OXOVv1p
or = ———tr
m

P SR S S __.' PRPORSLY’ IS —

NIV F VTV
vl | i * ]

m -
FxdXY 0.0 Sec N 20.0m

Die Fourierkoe zienten a, und b, sind dann gegeben durch
1 Z.
an = - f(x)cos n—x dx (325)
Z.
b, = 1 f(x)sin n-x dx : (326)
Fur gerade Funktionen f(x) = f( X) ist b, = 0 und fur ungerade Funktionen f(x) = f( Xx)
folgt a, = 0. Diese mathematische Aussage wollen wir nun an einem Beispiel genauer un-
tersuchen. Wir betrachten die ungerade Funktion mit der Periode T, die eine Rechteck-Puls
darstellt

f()=afur0O<t<T=2und f( t)= afur T=2<t<0

Da f(t) ungerade ist, sind die Koe zienten a, = 0. Dies ist auch sofort aus dem Vergleich
mit der Sinus- und Cosinus-Funktion ersichtlich. Wir wollen nun die Fourierkoe zienten b,
berechnen. Gleichung (324) gilt fur eine Funktion f(x) mit der Periode 2. Wir setzen somit
f(x) ¥ f(t) und 2° =T und erhalten

X t
f(t) = by, sin N2 T (327)
n=1
mit
Z -
2~ T2 _ t
by = = f(t)sinn2 —=dt
T, 12 T
z 7 .. #
2 0 t T=2 t
= — asinn2 —dt+ asinn2 —dt
T T2 T 0 T
= @Z T=2S|nn2 1dt
T, T
4a T t "% 2a
= - 5 cos N2 = 0 ——n(l cosn ) (328)
2a 2 2
= — 2,0, =0, —; 11 X 2
bn ’ Ol 31 Ol 51 (3 9)
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16.5 Fourierentwicklung

| Rechteck-Puls: Fourierreihe bis zur 7. Ordnung |
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Abb. 52: Vergleich eines Rechteck-Pulses und der Naherung mit einer Fourierreihe bis zur Ordnung
n=7.

Dieses Ergebnis kann man auch graphisch in einem Frequenzspektrum zeigen, wobei die
Grundfrequenz gegeben ist durch ¥, =2 =T. Somit lasst sich ein periodisches Signal mit einer
Zeitreihe oder mit einem Frequenzspektrum darstellen. Beide Darstellungen enthalten dieselben
Information. Mit Hilfe der Fourierreihe sind beide Darstellungen verknupft. Aus diesem Grunde
sind Fourierreihen oder Fourierentwicklungen wichtige Werkzeuge, um Signale, wie z.B. Musik,
zu analysieren und weiter zu verarbeiten.

Bereits durch Uberlagerung von wenigen Grundfrequenzen kann man die Funktion recht gut
approximieren. Nun konnte man fragen, was wir durch diese Fourierreihen gewonnen haben. Wir
haben eine Funktion f(t) durch eine unendliche Reihe von trigometrischen Funktionen ersetzt
und damit den Rechenaufwand erheblich erhoht. Allerdings mussen wir bedenken, dass wir fur
viele Di erentialgleichungen, z.B. bei der erzwungenen Schwingung, eine analytische Losung
fur sinusformige inhomogene Terme angeben konnten. Mit den Fourierreihen konnen wir nun
jede beliebige periodische Funktion in Sinusfunktionen zerlegen und die Schwingungsgleichung
fur jedes n losen und dann die Gesamtlosung mit der Fourierreihe zusammensetzen. Dieses
Verfahren ist somit sehr leistungsfahig und wird bei linearen Di erentialgleichungen hau g
verwendet.

Das Verfahren der Fourierentwicklung ist sogar fur nicht-periodische Funktionen anwendbar.
Diese konnen namlich als periodische Funktionen aufgefa t werden mit der Periode T ¥ 1.
Damit erhalten wir eine sehr kleine Grundfrequenz '; = 2 =T und somit ein fast kontinu-
ierliches Frequenzspektrum. Die Reihenentwicklung geht dann uber in ein Integral uber die
Frequenz. Das Frequenzspektrum zeigt dann nicht nur diskrete Frequenzwerte, sondern hat
einen kontinuierlichen Verlauf. Die Fourierkoe zienten an; b, gehen dann uber in eine Funktion
F (1), die man Fouriertransformierte nennt.
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16.6 Allgemeine Bewegung einer Saite

Wir wollen nun die Fourierreihen verwenden, um die allgemeine Bewegung einer eingespann-
ten Saite zu berechnen. Bereits bei den gekoppelten Oszillatoren hatten wir gesehen, dass die
allgemeine Bewegung eines Oszillators durch die Summe der Eigenschwingungen gegeben ist.
Eine eingespannte Saite besteht aus vielen gekoppelten Oszillatoren, deren Eigenschwingungen
die stehenden Wellen sind. Wir erhalten somit in Ubereinstimmung mit den Fourierreihen als
allgemeine Bewegung einer Saite eine Summe uber alle stehenden Wellen. Wir nehmen an, dass
die Saite gema einer Funktion u(z) ausgelenkt und bei t = 0 losgelassen wird. Wir konnen
somit die allgemeine Bewegung der Saite schreiben als

X
y(z;t) = Ansinknz cos It mit v = 1,=k, und
n=1
X
u(z) =y(z;0) = Ansink,z
n=1

Mit Hilfe der Fourierreihenentwicklung konnen wir die Koe zienten A, und die Wellenzah-
len k,, bestimmen. Dabei tre en wir aber auf eine Schwierigkeit, da die harmonische Fourierent-
wicklung nur fur periodische Funktionen gilt. Die Saite hat aber nur die Lange L; u(z) ist somit
nur uber ein Intervall der Lange L de niert und daher nicht periodisch. Wir mussen daher u(z)
uber die Saite hinaus nach +1 und 1 periodisch extrapolieren. Dies ist ein naheliegender
Schritt, denn stehende Wellen (Eigenschwingungen der Saite) konnen wir als Uberlagerung von
zwei unendlich langen entgegengesetzt laufenden Wellen ansehen.

Als Beispiel zeigt die Abbildung eine Dreiecksfunktion u(z) als Auslenkung der Saite im
Bereich 0 < z < L. Wie wir sehen, gibt es viele Moglichkeiten u(z) periodisch zu verlangern.
Wir konnen gerade oder ungerade periodische Funktionen mit verschiedenen Perioden erzeu-
gen. Die Fourierentwicklung gibt fur jede Funktion andere Koe zienten. Wie konnen wir nun
entscheiden, welche periodische Funktion die eingespannte Saite beschreibt? Die Losung nden
wir, indem wir beachten, dass zu allen Zeiten die Randbedingungen y(0;t) =0 und y(L;t) =0
erfullt sein mussen. Wir betrachten die periodischen Funktionen daher als zwei laufende Wellen
(in+z und z Richtung). Wir addieren beide Wellen und verlangen, dass die Randbedingungen
zu jedem Zeitpunkt erfullt sind. Wir sehen, dass nur die zweite Funktion (b) diese Bedingung
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u(z)

a) ]
2L -L L 2L 3L 4L
u(z)
D) ]
2L -L u(2) LY 2L 3LY4L
C) ]
2L -L L 2L 3L 4L
u(z)
d) ]

Abb. 53: Ein Seil, das bei z=0 und z=L eingespannt ist, wird dreiecksformig ausgelenkt. Es gibt viele
Moglichkeiten, die Funktion periodisch fortzusetzen. Die Randbedingungen bei z=0 und Z=L konnen
aber fur alle Zeiten t nur mit der Funktion (b) erfullt werden.

erfullt. Diese Funktion ist ungerade und hat die Periode 2L. Wir benutzen (324) mit x ¥ z,
‘% Lunda,=0.

X
uiz) = bn, Sin nEz (330)
n=
1 2\
mit b, = L I_u(z)sin nEz dz (331)
wobei u(z) gegeben ist durch
8
< 2At 0<z<lL=2
u(z) = _ 2A(1 z=L) L=2<z<L
“u( 2)= u®@
Da u(z) und sinkz ungerade Funktionen sind, erhalten wir
YA L
b, = C . u(z)sin ntz dz , ,
= Aﬂ I_zzzsin n-—z dz+Aﬂ I_sin n—z dz Aﬂ I_zsin n—z dz:
oL, L L o L L2 .. L '
Mit z i
X sin(ax)dx = sinax  Xcosax

a2 a
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I I >Z
erhalten wir weiter
4AZI_:Zzsin n—z dz = A 2 2sinn zL=2 4AZcosn zL=2
L2 , L B n L0 Ln L™ o
2 % 4A
= A — slnh— ——coShn—
n 2 2n 2
Fur das letzte Integral nden wir:
Z
ﬁ I_zsin n—z dz = A i Zsinn—zL +ﬂcosn—zL
L2 o L n L == Ln L =
2 1
= A — sinn-+— cosn —cosh—
2 2 2
Das 2. Integral liefert
Z
4A I_sinnz dz = 4AI'cosn zL
L | L ~ Ln L™ L=
4A

4A
= —cosn + —cosn—
n n 2

Wir addieren alle Terme und erhalten

8A 1 8A . . . . CRCECEE
by = " )2 sin nE = — (1, 0; -1/9; 0; 1/25;: )

Damit haben wir die Losung fur die Auslenkung der Saite als Funktion von z und t.

X
y(z;t) = bn sin(knz) cos(¥ht)
n=1
Die Wellenzahl fur die n-te Eigenschwingung ist gegeben durch
kn=n =L

und die entsprechende Winkelfrequenz

I,=vk,=n v=L

mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Seilwelle v =T,

G. Herten 173 Experimentalphysik



17 Warme

17 Warme

Die ganze Warmelehre la t sich in einem Satz zusammenfassen: Warme ist ungeordnete Mo-
lekulbewegung. Beim Wind bewegen sich die Molekule naturlich auch, aber in geordneter Weise.
Man beobachtet eine makroskopische Gesamtbewegung. Bei einer thermischen Bewegung in
einem Gas bewegen sich die Molekule vollig zufallig und unabhangig von einander. Bei ei-
nem Festkorper (z.B. Kristall) sind die Bewegungen der Atome nicht mehr unabhangig, aber
dennoch gibt es keine makroskopische Bewegung des ganzen Kristalls. Zum Verstandnis der
Warmelehre kann man makroskopische Gro en z.B. Druck und Temperatur verwenden. Die-
se Vorgehensweise benutzt man in der Thermodynamik. Man kann physikalische Systeme aber
auch mikroskopisch als Bewegung von Molekulen analysieren. Dies ist die Grundlage der Statis-
tischen Mechanik. Die Aufgabe besteht darin, einen Zusammenhang zwischen mikroskopischen
Gro en (z.B. mittlere zeitliche Impulsdichte, mittlere kinetische Energie) und makroskopischen
Gro en (Druck und Temperatur) herzustellen. Zunachst werden wir uns hier mit makroskopi-
schen Gro en beschaftigen.

17.1 Temperatur

Aus unserer eigenen Erfahrung wissen wir, dass zwei unterschiedlich hei e Korper, die mit-
einander in Kontakt gebracht werden, nach einiger Zeit dieselbe Temperatur annehmen. Sie
be nden sich in einem thermischen Gleichgewicht. Diese Erfahrung wird in einem Postulat zu-
sammengefa t (Nullter Hauptsatz der Thermodynamik). Sind zwei Korper A und B jeder fur
sich im thermischen Gleichgewicht mit einem dritten Korper C (z.B. Thermometer), so sind
auch A und B im thermischen Gleichgewicht. Daraus folgt, dass die Temperatur eine Gro e
darstellt, die in verschiedenen Systemen schlie lich denselben Wert annimmt, wenn diese Sys-
teme miteinander in Kontakt gebracht werden. Etwas lax ausgedruckt, lautet die Aussage des
nullten Hauptsatzes, es gibt eine nutzliche Gro e, die man Temperatur nennt.

Temperaturskala

Verschiedene physikalische E ekte konnen zur Messung der Temperatur verwendet werden,
z.B. Volumenanderung von Flussigkeiten, Langenanderung von Staben, Druck- oder Volu-
menanderung von Gasen, Anderung des elektrischen Widerstandes, Farbe eines Gluhdrahtes.
Jedes gewahlte Verfahren (und jede gewahlte Substanz) de nieren aber nur eine individuelle
Temperaturskala. Zur Reproduzierbarkeit von Messungen ist es wichtig, sich auf eine universelle
Temperaturskala zu einigen und eine genaue Messvorschrift anzugeben. Ursprunglich hat man
Celsius als Temperaturskala verwendet. Man wahlte zwei Fixpunkte bei Normaldruck (Gefrier-
punkt des Wassers bei Tc = 0 C und Siedepunkt bei Tc = 100 C). In der Physik benutzt
man die Kelvin-Skala (oder thermodynamische Temperatur). Als Fixpunkt benutzt man nicht
den Gefrierpunkt sondern den Tripelpunkt von Wasser, da er sich mit zehnfach besserer Ge-
nauigkeit bestimmen la t. Am Tripelpunkt betragt der Dampfdruck von Wasser 610,6 Pa und
Eis, Wasser und Wasserdampf konnen im Gleichgewicht nebeneinander existieren (mehr dazu
spater). Die Temperatur an diesem Fixpunkt betragt 0;01 C = 273;16K. Die Kelvin-Skala
wird folgenderma en de niert:

Die Einheit Kelvin ist der 273,16te Teil der thermodynamischen Temperatur des Tripelpunktes
des Wassers.

Die Temperatur OK = 273; 15 C entspricht dem absoluten Temperaturnullpunkt. Der absolu-
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te Nullpunkt kann nicht erreicht werden, obwohl es theoretisch moglich ist, ihm beliebig nahe zu
kommen. Der Unterschied zwischen der Celsius und Kelvin Skala besteht in einer Verschiebung
der entsprechenden Nullpunkte. T T
C .
cTK 273;15
Temperaturmessung
Als Standard fur die Temperaturmessung benutzt man Gasthermometer. Die beste Messge-
nauigkeit kann mit Gasthermometern bei konstantem Volumen erreicht werden. WWenn man
das Volumen eines Gases konstant halt, so erhoht sich mit steigender Temperatur auch der
Druck. Diese Eigenschaft wird beim Gasthermometer ausgenutzt. Fur ein ideales Gas besteht
bei konstantem Volumen eine direkte Proportionalitat zwischen Druck und Temperatur. Bei
Verwendung von idealem Gas in einem Gasthermometer konnte man somit die Kelvin-Skala
unter Benutzung des Tripelpunktes festlegen.

R
i

. Ein Gasthermometer mit konstantem Volumen. Solange die Quecksilbcrsiﬁu}e im linken
Schenkel des Manometers unverdndert (bet Nully bleibt, ist das Volumen des im Behalter emgeschlos_ge-
nen Gases konstant. Durch Heben oder Senken des Reservoirs R kana der Meniskus der Quecksilbersiu-
Ie wieder auf Null gebracht werden.

Dazu benutzt man eine Apparatur, wie sie in der Abbildung dargestellt ist. Durch Heben
und Senken des Quecksilbervorratsbehalters R erreicht man, dass die linke Quecksilbersaule un-
verandert (bei Null) bleibt. Die Hohe der rechten Quecksilbersaule ist ein Ma fur den Gasdruck
im Behalter. Die Temperatur kann dann mit der Formel

T(p)=273;16|<pﬂ (V = const)

tr
bestimmt werden, wobei py der Druck ist, der beim Tripelpunkt des Wassers im Gasbehalter
herrscht. Da es in der Natur kein ideales Gas gibt, muss man den Versuch mit realen Gasen
z.B. He, O,, H, durchfuhren. Man stellt allerdings fest, dass die Temperaturmessung da- von
abhangt, welches Gas verwendet wird und wie gro der Druck py gewahlt wurde. Als Beispiel
ist in der folgenden Abbildung die Temperaturanzeige eines Gasthermometers mit konstantem
Volumen fur kondensierenden Wasserdampf (Siedepunkt des Wassers = 100 C) als Funktion des
Druckes py angegeben. Man beobachtet eine deutliche Abhangigkeit der Temperaturmessung
von pg und vom Gas. Die Abweichungen betragen etwa 0;2%. Helium zeigt einen nahezu
konstanten Verlauf. Es kommt einem idealen Gas am nachsten. Allerdings sehen wir, dass wir
fur alle Gase fur p,, ¥ 0 denselben Wert erhalten. Bei kleinem Druck (geringer Dichte) nahern
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sich die Gase einem idealen Gas an. Daher de niert man die Temperaturskala des idealen Gases
durch folgende Beziehung:

. p
T =273;16K lim —
per 10 ptl’
37400 T T T T T T T
37375} 0y
¥ 37350 :
Luft
Ny
373.25 |-
He
373.00 ‘ ‘ [ ' 1
D5 20 20 50 80 100 120

Py /kPa

Mit dieser De nition der Kelvin-Skala hat man ein wohlde niertes Standard-Verfahren an-
gegeben, wie man die Temperatur eines Korpers bestimmen kann. Fur viele praktische Falle
ist diese Methode aber zu aufwendig. Daher hat man eine Internationale Praktische Tempera-
turskala (IPTS) aufgestellt, indem man die Temperaturen von de nierten Fixpunkten angibt.
Zusatzlich gibt es genaue experimentelle Anweisungen, mit welchen Messgeraten zwischen die-
sen Punkten interpoliert werden darf.

Thermische Ausdehnung von Festkorpern
Die Lange * eines Festkorpers hangt mit der Temperatur in guter Naherung linear zusammen.

c= oL+ T) (332)

wobei  der Langenausdehnungskoe zient oder linearer Ausdehnungskoe zient genannt wird.
Er hangt von den Materialeigenschaften ab. Typisch betragt die Langenausdehnung 1 mm bei
einer Stablange von 1 m und einer Temperaturerhohung von 100 K. Die folgende Tabelle gibt
einen Uberblick uber den mittleren Langenausdehnungskoe zienten - (gemittelt uber den
Bereich von 0 C bis 100 C).

Material <in K | Material cinK 1
Aluminium 23 10 ® | Stahl 11 10 °©
Messing 19 10 ® | Hartgummi 80 10 ©
Glas 9 10 ® | Blei 29 10 ©
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Mikroskopisch kann man die thermische Langenausdehnung mit der Asymmetrie der Po-
tentialkurve zwischen zwei Atomen im Kristall verstehen.

E,(r)

+ \
0 r

A T2 > T
E; 2
E1]..[_ Ti
| ——ro—

ry—»
:rz———ﬂ

Hohere Temperatur bedeutet hohere kinetische Energie; somit ergeben sich gro ere Ampli-
tuden bei den Schwingungen der Atome im Kristall. Aufgrund der Asymmetrie des Potentials
erhoht sich dadurch der mittlere Abstand. Bei einem symmetrischen Potential wurden mit
erhohter Temperatur die Schwingungsamplituden zwar auch zunehmen, aber der mittlere Ab-
stand bliebe immer unverandert. Die Volumenanderung als Funktion der Temperatur ergibt
sich daraus, dass sich jede lineare Abmessung andert. Bei einem Waurfel erhalten wir

V(T) = «(TyP =50+ T)* $Q+3T)
V(T) = Vo(1+ T) (333)
mit = 3 (334)

Allgemein erhalt man fur den Volumensausdehnungskoe zienten den Ausdruck

1V
=V T (335)
Wasser zeigt unter den Flussigkeiten eine Besonderheit. Oberhalb 4 C dehnt sich Wasser mit
steigender Temperatur aus. Unterhalb 4 C bis 0 C dehnt es sich ebenfalls mit fallender Tem-
peratur aus. Die maximale Dichte des Wassers betragt = 0;999973 g/cm? bei 3:98 C. Ohne
diese Eigenschaft wurden Seen von unten her zufrieren. Im Winter ware der See vollstandig
zugefroren und Fische konnten nicht uberleben.

17.2 Warmekapazitat

Aus alltaglicher Erfahrung wissen wir, dass ein Korper durch Reibung erwarmt wird. Zwei
Korper, die zunachst verschiedene Temperatur haben, nehmen bei thermischem Kontakt die-
selbe Temperatur an. Im ersten Fall wird mechanische Arbeit in Warme umgewandelt und im
zweiten wird Energie von einem Korper auf den anderen ubertragen.

Wir betrachten einen Korper, dem Energie in Form von Warme zugefuhrt wird. Dadurch
erhoht sich seine Temperatur. Verschiedene Sto e unterscheiden sich durch den Betrag an
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1000 T T T 1000.0

9% 9939
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Temperatur/ C Temperatur/ 'C
) (b}
() Die Dichte von Wasser bei ciner Temperaturiinderung unter Atmosphiirendruck. (b) Ver-
proBerung des Berciches zwischen 0 C und 10°C.

§50

Warmemenge Q, die zugefuhrt werden muss, um die Temperatur um T zu erhohen. Das
Verhaltnis von Warmemenge zu Temperaturerhohung nennt man Warmekapazitat C des Sto es:

Q
C=— 336
= (336)
Die Warmekapazitat hangt von der Masse des Korpers ab; deshalb ist es ublich die auf die
Masse des Korpers bezogene Warmekapazitat, (spezi sche Warmekapazitat) anzugeben, die
von der Materialzusammensetzung des Korpers abhangt.
1 Q
= _ < 337
¢ m T (337)
Die spezi sche Warmekapazitat ist temperaturabhangig. Im Grenzfall T ¥ 0 ist die spezi -
sche Warmekapazitat bei der Temperatur Ty gegeben durch

1d
c(To) = m —d$ : (338)
T=To

Wenn wir einen Korper von T, auf T, erwarmen, so benotigen wir die Warmemenge
YA Te
Q=m c(T)dT (339)
Ta
Die Einheit der Warmemenge ist Joule und die der spezi schen Warmekapazitat ist J kg *
K 1. Bei Temperaturen zwischen 0 C und 100 C kann ¢(T) fur die meisten Sto e mit guter
Naherung als konstant angesehen werden.
Die Abbildung zeigt die spez. Warmekapazitat fur Wasser. Im Temperaturbereich von 0 C
100 C ist ¢(T) innerhalb von 1% konstant. Der kleine Kreis auf der Kurve bei 15 C gibt die
Temperatur an, bei der die fruher gebrauchliche Warmeeinheit Kalorie de niert ist. 1 Kalorie
ist die Warmemenge, die benotigt wird, um 1 Gramm Wasser von 14;5 C auf 15:5 C zu
erwarmen. Der Umrechnungsfaktor zwischen Kalorie und Joule ist gegeben durch

1 cal = 4;1868 Joule. (340)

Mit (338) ist die spezi sche Warmekapazitat noch nicht eindeutig festgelegt. Man muss noch die
au eren Bedingungen angeben, z.B. ob die Werte bei konstantem Druck (c,) oder konstantem
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4.21 = 101.325 kPa

Spezifische Warmekapazitit/Jg=1 K1
-
o

437 L ' L : !
0 20 40

| 2 {
60 80 100
Temperatur/°C

Temperaturabhéngigkeit der spezifischen Wirmekapazitiit von Wasser bei ein

£ ; 7i 1% 5 ei einem Druck von
101.?'25 kf’a (1 atm). Per kleine Kreis auf der Karve bei 15°C gibt dic Temperatur an, bei der die frither
gebriuchiiche Warmeeinheit ,,Kalorie™ definiert war. ‘

Volumen (c,) bestimmt wurden. Normalerweise gibt man bei festen Sto en ¢, an. Die folgende
Tabelle gibt Werte fur verschiedene Sto e bei T =20 C und p = 101325 Pa an.

spez. Warmekap.
& =c molare molare
Sto ¢ (Jg 'K 1Y) Dichte Masse | Warmekap. C,,
(cm 3) | J/(cm®K) | g/mol | J mol K !
Kupfer 0,386 8,96 3,46 63,5 245
Aluminium 0,900 2,7 2,43 27,0 24,4
Blei 0,128 11,3 1,45 207 26,5
Magnesium 1,013 1,74 1,76 24,3 24,7
Messing 0,385 8,5 3,27 63,9 24,6
(80 % Cu, 20 % Zn)

Wasser 4,182 1,0 4,18 18 75,4

Man sieht, dass Wasser eine vergleichsweise gro e Warmekapazitat hat.

Beispiel: Ein 75 g schwerer Kupferblock wird aus einem Heizofen genommen und in 200 g
Wasser getaucht. Die Wassertemperatur erhoht sich von T, =12 C auf T, = 27 C.
Welche Temperatur T herrscht im Ofen?

Mk (Tk  Te) = mwoew(Te Ta)
T T
T = Mwow(e Ta) 7 _ 460 c
Mk Ck

Molare Warmekapazitat fester Sto e
Wie man aus der Tabelle ablesen kann, unterscheiden sich die spezi schen Warmekapazitaten
fester Sto e sehr. Multipliziert man ¢, jedoch mit der Molmasse, so unterscheidet sich die
molaren Warmekapazitaten, die auf ein Mol des Sto es bezogen sind, kaum. Bereits 1819 wiesen
Dulong und Petit darauf hin, dass fur die meisten festen Sto e die molare Warmekapazitat den
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Temperaturabhérgigkeii der molaren Wirmekapazititen fiir einige ausgewiihlie Stoffe. Die

gerade Linie | reprisentiert die Wirmekapazititen nach der Dulong-Petitschen R i
o Db b g-Petitschen Regel, die Kurve IT nach

Wert

c, 25 (Dulong-Petitsche Regel) (341)

molK
annimmt. Dieser Wert wird allerdings nur fur gro e Temperaturen erreicht. Die Abbildung
zeigt die molare Warmekapazitat bei konstantem Volumen C, als Funktion der dimensions-
losen Gro e T= p. C, zeigt in Einheiten dieser Gro e ein ahnliches Temperaturverhalten fur
alle Substanzen. p ist die Debye Temperatur; eine fur jedes Material konstante und charak-
teristische Gro e, z.B. betragt sie 88 K fur Blei und 2230 K fur Diamant. Zimmertemperatur
entspricht fur Blei T= p = 3:4, fur Diamant aber nur 0,13. Fur T ¥ 0 streben die molaren
Warmekapazitaten gegen Null. Mit Q = ¢ T bedeutet dies, dass in der Nahe des absolu-
ten Temperaturnullpunktes eine Temperaturanderung eine kleine Anderung der Warmemenge
bewirkt. Deshalb ist es sehr schwierig, Korper bis in die Nahe des Nullpunktes abzukuhlen.

17.3 Warmetransport

Wenn zwei benachbarte Korper unterschiedliche Temperatur haben, so erfolgt ein
Warmeaustausch. Warme wird vom hei eren Korper auf den kuhleren Korper ubertragen (von
der Warmequelle zur Warmesenke). Der Warmeaustausch wird beendet, wenn beide Korper
dieselbe Temperatur annehmen. Es gibt drei Phanomene, die zum Transport von Warmeenergie
fuhren: Warmeleitung, Warmekonvektion und Warmestrahlung.

Warmeleitung

Warmeleitung ndet zwischen Korpern mit unterschiedlicher Temperatur statt, die durch eine
feste, wussige oder gasformige Substanz (Tragersubstanz) verbunden sind. Durch inelastische
Sto e von Molekulen in der Tragersubstanz wird Warmeenergie transportiert.

In der Abbildung sehen wir zwei Korper mit der Temperatur T, bzw. T,, die im Abstand X
voneinander angeordnet sind. Zwischen den Korpern be ndet sich eine warmeleitende Substanz
mit dem Querschnitt A. Experimentell beobachtet man, dass die Warmeenergie Q, die durch
die Querschnitts ache transportiert wird, proportional zu A, zur Temperaturdi erenz T =
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AX

Isolator
e |

feste feste
Temperatur W rmestrom ~ —m=— Temp;)ratur
Ty 2

|
X

_—

X 2

x

T, Ty und zur Messdauer t ist und umgekehrt proportional zu  x.

T
Q At ™
Fur den stationaren (zeitunabhangigen) Warmestrom erhalt man dann im Grenzfall x ¥ 0
die Beziehung 40 iT
Codt Adx
ist die Warmeenergie, die pro Zeit durch die Flache A transportiert wird, dT=dx ist der
Temperaturgradient und  eine Proportionalitatskonstante (Warmeleitfahigkeit). Das Minus-
zeichen soll andeuten, dass bei negativem Temperaturgradienten (T, Ti1)=(X, X;) < 0 der
Warmestrom in +x-Richtung erfolgt. ist eine Materialkonstante, die temperaturabhangig
ist. Ist relativ gro , so liegt ein guter Warmeleiter vor (z.B. Metall). Gase sind schlechte
Warmeleiter und haben kleines . Die folgende Abbildung zeigt die Temperaturabhangigkeit
von fur verschiedene Substanzen.

In festen Sto en gibt es zwei Prozesse, die Warmeleitung bewirken. Bei tiefen Temperatu-
ren dominiert die Warmeubertragung durch Gitterschwingungen im Kiristall. Es breiten sich
Gitterwellen aus, die Energie transportieren. Bei elektrisch leitenden Kristallen der Metalle
kommt ein gro er Anteil der Warmeleitfahigkeit durch Bewegung von Elektronen zustande.
Deshalb ist es nicht verwunderlich, dass bei Metallen die elektrische Leitfahigkeit und die
Warmeleitfahigkeit eng miteinander verknupft sind.

(342)

1 .
T = const. (Wiedemann-Franz-Gesetz) (343)

Die Konstante hat fur alle Metalle denselben Wert. Wie man in der Abbildung erkennt, ist
der beste Warmeleiter bei Zimmertemperatur der Diamant. Dies mag zunachst verwundern, da
Diamant ein Isolator ist. Fur Diamant ist Zimmertemperatur eine \tiefe Temperatur" verglichen
mit der Debye Temperatur, sodass die Gitterwellen eine gro e Warmeleitfahigkeit bewirken.

Warmekonvektion

Konvektion ist der Transport von Warme durch stromende Flussigkeiten und Gase. Die
Stromung wird durch Dichteunterschiede, d.h. Auftrieb der warmeren Flussigkeit von selbst
ausgelost.

Der Warmetransport durch Konvektion ubertri t oft den durch Warmeleitung. Er wird in
der Warmwasserheizung ausgenutzt. Durch Pumpen wird die Wirkung der Konvektion noch
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verstarkt. Bei der Warmedammung benutzt man oft porose Materialien, die Lufteinschlusse
enthalten. Die Warmeleitung von Luft ist sehr gering und aufgrund der kleinen Hohlraume
wird der Warmeverlust durch Konvektion unterdruckt. Ein Vakuum zwischen zwei Korpern
wurde den Warmetransport durch Warmeleitung und Konvektion verhindern.

Warmestrahlung

Warmestrahlung fuhrt zu einem Warmetransport auch ohne Kontakt und durch das Vakuum.
Es wird keine Tragersubstanz benotigt. Ein Korper mit der Temperatur T sendet Licht aus,
dessen Energiespektrum im Idealfall (schwarzer Korper) durch das Plancksche Strahlungsge-
setz beschrieben wird (mehr dazu im 3. Semester), das nur die Temperatur als freien Parameter
enthalt. Dieser E ekt wird z.B. in der Gluhlampe ausgenutzt. Dabei wird ein Wolframdraht auf
hohe Temperatur erhitzt, sodass er Licht im Bereich des sichtbaren Lichtes aussendet. Das Son-
nenlicht ist ein anderes Beispiel fur diese Temperaturstrahlung. Zwei Korper mit unterschiedli-
cher Temperatur senden und empfangen Warmestrahlung. Warme stromt in beide Richtungen.
Der Netto Warmetransport (die Di erenz beider Warmestrome) erfolgt vom Korper mit hoherer
Temperatur (Quelle) zum Korper mit niedrigerer Temperatur (Senke). Ein Gleichgewicht stellt
sich dann ein, wenn beide Korper dieselbe Temperatur annehmen.
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Modell einer Warm-
wasserheizung, die ohne Um-
willzpumpe arbeitet

Glas (schlechier Wirmeleiter)

\/ak'uum
(keine Warmekonvektion)-

innen verspiegelt ===~
(geringer Warmetransport
durch Strahlung)

Dewar-Flasche

Als Beispiel fur Warmeisolation soll hier eine Dewar-Flasche vorgestellt werden, wie sie z.B.
zur Aufbewahrung von ussiger Luft benutzt wird. Verspiegelte Wande im Behalter verhin-
dern Warmetransport durch Strahlung. Eine Vakuumkammer zwischen dem Innen- und Au-
enbehalter unterbindet Warmeverlust durch Konvektion und Warmeleitung. Au en verwendet
man ein schlecht warmeleitendes Material, z.B. Glas.

17.4 Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik

Warme ist eine Energieform. Es ist daher moglich, Arbeit in Warme umzuwandeln (Reibung)
oder durch Warme Arbeit zu verrichten (Verbrennungsmotor). James Joule hat durch Experi-
mente in der Mitte des letzten Jahrhunderts die Beziehung zwischen Warme und mechanischer
Arbeit untersucht und das mechanische Warmeaquivalent gemessen (im wesentlichen ist dies
der Umrechnungsfaktor zwischen der Einheit der Warme, Kalorie, und der Einheit der Arbeit,
Nm oder Joule). Heute benutzen wir keine eigene Einheit fur Warme, sondern verwenden fur
alle Formen der Energie die Einheit Joule.

Anhand des abgebildeten thermodynamischen Systems soll nun der Zusammenhang zwischen
Warme und Arbeit naher erlautert werden. Gas be ndet sich in einem zylindrischen Behalter,
der mit einem beweglichen Kolben verschlossen ist. Wir betrachten drei verschiedene Zustande
eines thermodynamischen Prozesses:

1) Anfangs be ndet sich das System (Gas) mit der Umgebung (Kolben und Warmereservoir)
im thermischen Gleichgewicht. Zu diesem Zeitpunkt hat das Gas den Druck p, und das
Volumen V,.

2) Nun soll sich der Kolben um eine Strecke ds bewegen. Dabei wird Arbeit von dem (oder an
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solierende
l4— Wand

Warmereservoir

dem) System geleistet, indem das Gas expandiert oder komprimiert wird. Dabei kommt
es zu einem Warmeaustausch zwischen dem Gasvolumen und dem Warmereservoir.

3) Das System erreicht nun ein neues Gleichgewicht, sodass der Endzustand durch den Gas-
druck pe und das Gasvolumen V. gekennzeichnet ist.

Im eingezeichneten Fall dehnt sich das Gas gegen die Kraft F aus, d.h. das System (Gas)
verrichtet die Arbeit
dW = F ds= pAds= pdv (344)
dabei ist dV die Volumenanderung des Gases. Der Druck des Gases bleibt wahrend der Aus-
dehnung nicht konstant. Die gesamte Arbeit ist somit
YA e YA Ve
W = dw = pdV (345)

a Va

Py

P |- e

V

Wie an dem Diagramm zu erkennen ist, gibt es viele Moglichkeiten, um vom Zustand a zum
Zustand e zu gelangen.
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i) Weg T ay e g: Die Arbeit auf dem Weg Ty e g ist Null, da dort dV = 0 ist. Somit ist die
gesamte Arbeit gleich der Flache unter der Verbindungslinie fay g.

i) Weg T a x e g: Die Arbeit auf dem Weg T a x g ist Null. Die Gesamtarbeit ist die Flache
unter der Linie ¥ x e g.

iii) Weg T a e g: Die Arbeit ist gleich der Flache unter der Kurve fa e g.

Somit stellen wir fest:
Die vom System geleistete Arbeit W hangt nicht nur vom Anfangs- und Endzustand, sondern
auch vom Weg der Zustandsanderung ab.
Eine ahnliche Aussage tri t auch fur die Warme zu. Eine Systemanderung vom Anfangzustand
Pa, Ta ZU pe, Te kann auf vielfaltige Weise erfolgen. Der Warme uss in das (oder aus dem)
System nimmt unterschiedliche Werte an.
Die vom System gelieferte oder empfangene Warme Q hangt vom Anfangs- und Endzustand
und vom Weg der Zustandsanderung ab.
Arbeit W und Warme Q sind deshalb keine Zustandsgro en, die den Zustand eines Systems
de nieren; denn W und Q hangen vom Weg ab. Wenn man aber die gesamte Energieanderung

Q + W des Systems untersucht, so stellt man experimentell fest, dass Q + W fur alle
Wege von T a g nach f e g denselben Wert ergibt, Q + W hangt nur vom Anfangs- und
Endpunkt ab. Die Warme Q wird dabei positiv gerechnet, wenn sie dem System zugefuhrt
wird. Die Arbeit W wird positiv gerechnet, wenn sie zu einer Erhoung der Energie des Systems
fuhrt. Wir fuhren nun eine neue thermodynamische Gro e ein, die innere Energie U des Systems,
sodass die Summer der zugefuhrten Warme und Arbeit gleich der Anderung der inneren Energie
ist.

U=U U= Q+ W : (346)

U ist eine Zustandsgro e. (In der Mechanik hatten wir eine Potentielle Energie V de niert, so-
dass Ve V, =W, d.h. die Arbeit ist gegeben durch die Di erenz des Anfangs- und Endpunktes
der Potentiellen Energie. In der Thermodynamik nden wir nun eine Gro e, die innere Energie
U, sodass Ue U, = Q-+ W, d.h. die Energieanderung Q+ W des Systems ist gegeben
durch die Di erenz des Anfangs- und Endpunktes der inneren Energie.) Gleichung (346) ist
der Erste Hauptsatz der Thermodynamik. Er ist ein Erfahrungssatz. Seine Konsequenz ist, dass
es kein Perpertuum mobile 1. Art gibt: Es gibt keine Maschine, die dauernd Arbeit verrichtet,
ohne eine gleichgro e Energiemenge aufzunehmen.
Betrachten wir nur kleine Zustandsanderungen, so la t sich der 1. Hauptsatz auch in di e-
rentieller Form angeben:
dUu =dQ + dW (347)

Im Nullten Hauptsatz wird die Temperatur und im Ersten Hauptsatz die innere Energie als
nutzliche thermodynamische Zustandsgro e eingefuhrt. Der erste Hauptsatz ist ein Energieer-
haltungssatz: die Gesamtenergieanderung dQ-+dW ist gleich der Anderung der inneren Energie.
Innere Energie kann Bewegungsenergie der Molekule sein (z.B. Erwarmung), aber z.B. auch
Schmelz- und Verdampfungsenergie. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik kann auf jeden
Vorgang in der Natur angewendet werden, sofern er zwischen zwei Gleichgewichtszustanden
statt ndet.

Anwendungen:
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a) lIsobarer Prozess (p = const.)
Zunachst betrachten wir einen Prozess, bei dem bei der VVolumenanderung von V, und V,
der Druck konstant bleiben soll (isobarer Prozess).

Gewicht

Stempel

Dampf

Wasser wird durch Warmezufuhr verdampft. Ein Gewicht auf dem frei beweglichen Stem-
pel sorgt dafur, dass beim Verdampfen der Druck konstant bleibt. Am Anfang sei das
Volumen des Wassers Vg, und im Endzustand betragt das Dampfvolumen Vp. Damit
erhalten wir fur die Arbeit
Z e
W = pdv. = p(Ve Va)= p(Vo Ve)
a
Beim Ubergang vom ussigen in den gasformigen Zustand nimmt das System die Warme
Q auf.
Q=mLy , wobei

m die Masse des Wassers und Ly die spezi sche Verdampfungswarme ist. Mit dem ersten
Hauptsatz erhalten wir

U= Q+ W=mLy p(Vo Vk)

Beispiel: Ly = 2;2257kJ/g ; m=1g;Ve =1cm?
Vb 1671 cm® ; p=1;01 10° Pa

Das System nimmt die Warme Q = mL, = 2257 J auf, und leistet die Arbeit W =

p(Vb Vg) = 170 J. Die Anderung der inneren Energie ist U = 2087 J. Ein kleiner
Teil der aufgenommenen Warme wird also in Arbeit umgewandelt, wahrend der gro te
Teil zur Erhohung der inneren Energie (Verdampfung) aufgewandt wird.

b) Adiabatischer Prozess ( Q =0)
Eine Zustandsanderung, bei der keine Warme zwischen dem System und der Umgebung
ausgetauscht wird, nennt man adiabatisch. Experimentell kann man diesen Prozess da-
durch realisieren, dass man das System thermisch gut isoliert oder den Prozess so schnell
durchlauft, dass wahrend dieser Zeit kein Warmeaustausch statt ndet. Mit dem ersten
Hauptsatz erhalt man
U=Ue U= W= p V
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Dies bedeutet, dass vom Gas verrichtete Arbeit ( W < 0) zu einer Erniedrigung von U
und somit zu einer Temperaturerniedrigung fuhren kann. Diesen Vorgang kann man zur
Erzeugung niedriger Temperaturen nutzen. Der umgekehrte Vorgang ( W > 0: am Gas
verrichtete Arbeit) fuhrt zur Temperaturerhohung. Dieser E ekt ist beim Aufpumpen
eines Fahrradreifens als Erwarmung der Pumpe wahrnehmbar.

Freie Expansion

Warmeisolierung
geschlossener Hahn / \ offener Hahn

Gleichgewichtszustand am Anfang Gleichgewichiszustand am Ende

Freic Expansion. Es findet keine Anderung der inneren Encrgie des Systems statt, da kein
Wirmeaustausch © statifindet und keine Arbelt W verrichtet wird.

Zwei thermisch isolierte, starre Behalter sind durch einen Hahn miteinander verbunden.
Zunachst be ndet sich Gas im linken und Vakuum im rechten Behalter. Beim O nen des
Hahns expandiert das Gas schnell in den zweiten Behalter. Da die Behalter thermisch
isoliert sind, handelt es sich um einen adiabatischen Prozess. Da bei der Expansion der
Gegendruck p = 0 ist, verrichtet das Gas keine Arbeit ( W = 0). Somitist U = 0. Die
innere Energie ist somit unabhangig vom Volumen. Dieses Resultat gilt nur fur ideales
Gas. Spater werden wir diesen Prozess fur reales Gas behandeln (Joule-Thomson E ekt).

18 Kinetische Gastheorie

Warme ist ungeordnete Bewegung von Molekulen. Diese Erkenntnis sollte es uns erlauben,
die Gesetze der Thermodynamik aus den Newtonschen Bewegungsgleichungen, angewandt auf
Molekule, herzuleiten. Wegen der Vielzahl der Molekule ist es unmoglich, die Bewegung je-
des einzelnen zu berechnen. Fur das makroskopische Verhalten von Gasen, Flussigkeiten und
Festkorpern benotigen wir nur die Mittelwerte der Bewegungsgro en von Atomen und Mo-
lekulen. Wie wir sehen werden, entspricht dem Druck eines Gases der mittlere Impuls pro Zeit
und Flache, den die Molekule beim Aufprall auf die Wand ubertragen. Man kann drei Stufen
bei der statistischen Beschreibung von Atom- und Molekulansammlungen unterscheiden:

1) Kinetische Gastheorie: Es werden relativ einfache Mittelwertbildungen benutzt, um Tem-
peratur, Druck, spezi sche Warmekapazitat und innere Energie fur Gase aus mikrosko-
pischen Gro en zu berechnen.

2) Statistische Mechanik: Allgemeine, formale Verfahren werden benutzt, um mechanische
Gesetze auf statistische Weise anzuwenden. Alle thermodynamischen Beziehungen lassen
sich so aus den Newtonschen Gesetzen der Mechanik ableiten.
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3) Quantenstatistik: Methoden wie bei der Statistischen Mechanik, allerdings werden nun
die Gesetze der Quantenmechanik auf Vielteilchensysteme angewandt.

Wir werden uns hier nur mit der kinetischen Gastheorie beschaftigen, speziell mit der Unter-
suchung des idealen Gases.

18.1 Makroskopische Beschreibung des idealen Gases

Drei Zustandsgro en beschreiben ein Gas: Temperatur T, Druck p und Volumen V. Zwischen
diesen Gro en wurden Gesetzma igkeiten gefunden, die von Gasen in guter Naherung erfullt
werden (die Gasmenge bleibe bei allen Reaktionen konstant).

Fur isotherme Prozesse (T = const.) gilt das Boyle-Mariotte-Gesetz:

1
p v (348)

Isobare Reaktionen (p = const.) werden durch das Gesetz von Charles beschrieben:
v T (349)

und isochore Prozesse (V = const.) nach dem Gesetz von Gay-Lussac

p T : (350)
B
P TT T Vi B p v,
)
Isothermen Fi V2
Isochoren
Isobaren
// v
>T>T, - P> P~ B - V> V> V3‘
v T T
Gesetz von Boyle-Mariotte Gesetz von Charles Gesetz von Gay-L ussac

Die Abbildungen zeigen eine graphische Darstellung der Isothermen (a), der Isobaren (b) und
der Isochoren (c).

Die drei Gesetze werden im Gasgesetz zusammengefa t; wobei auch die Abhangigkeit von
der Gasmenge mitberucksichtigt wird.

pvV =nRT (351)

Dabei ist R = 8;314JK mol ! die universelle Gaskonstante und n die Sto menge gemessen
in mol. Die makroskopische De nition des idealen Gases lautet dann:

Folgt ein Gas genau dem Gasgesetz, so ist es ein ideales Gas, andernfalls ist es ein reales Gas.
Gleichung (351) ist daher die Zustandsgleichung des idealen Gases. Spater werden wir sehen,
dass reale Gase von diesem Gasgesetz vor allem bei kleiner Temperatur und geringem Volumen
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abweichen. Bei hoher Temperatur und niedrigem Druck nahern sich alle Gase dem idealen Gas
an; daher ist das ideale Gas, von gro er praktischer Bedeutung, obwohl es eigentlich nur eine
Abstraktion ist. Wir hatten das ideale Gas bereits bei der De nition der thermodynamischen
Temperatur benutzt (Kap. 17.1). Konnte man ein Gasthermometer mit konstantem Volumen
mit idealem Gas betreiben, so lie e sich die Temperatur de nieren als

T = 273; 161 (ideales Gas).

tr
Da sich reale Gase bei geringem Druck dem idealen Gas annahern, erhalt man eine aquivalente
De nition fur reales Gas

T =273;16 lim P (reales Gas.)

per 10 ptl’

Molvolumen
Ein Mol eines idealen Gases enthalt Na = 6;022 102® (Avogadro Konstante) Molekule bei Nor-
malbedingungen (T = 273;15 K und p = 101325 Pa). Ein Mol eines idealen Gases beansprucht

dann das Volumen RT
V—T—00224lm—224l‘ : (352)

Fur Mischungen von Gasen gilt das Gesetz von Dalton. Der Gesamtdruck einer Gasmischung
ist gleich der Summe der Partialdrucke.
pl NI nl
= i und —=—=— 353
p | Pi N n (353)
dabei sind N; die Anzahl der Molekule und n; die Molzahl des Gases i. Der Molenbruch oder
Sto mengengehalt einer Gaskomponente i ist dann

(354)

2240 Be N N 0'2' 22.4138l|

w5 22.2 ° °CO,

522.0r °NH;
21.8t SO,

Die Molvolumina mehrerer Gase sind in der Abbildung dargestellt. Man erkennt, dass ein-
und zweiatomige Gase gut mit dem idealen Gas ubereinstimmen. Mehratomige Gase (CO,
NH3, SO;) haben niedrigere Molvolumina.

Volumenausdehnungskoe zient
In Kap. 17.1 hatten wir den Volumenausdehnungskoe zienten behandelt, der folgenderma en
de niert ist (333):

V =Vo(1+ To) ;
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dabei ist T, die Temperatur in Einheiten Celsius. Aus dem idealen Gasgesetz folgt bei konstan-

tem Druck y T T
— =_— oder V =Vyj— ;
Vo To °To

dabei ist To = 273; 15 K und Vy das Molvolumen. Bei Umwandlung in Celsius erhalten wir mit
T.=T T

V = VOTO + T, = Vo(l + Tc)
To
Der Volumenausdehnungskoe zient des idealen Gases ist somit
_1_ 1
T T, 27315K
. -1
y InK
0.00374t o C02
0.00372+
0.00370+
Luft A
0.00368{ LU R _
0.00366F" "0~~~ ------- Ideales Gals
' - He H, 1/273.15K

In der Abbildung erkennen wir wieder eine gute Ubereinstimmung der ein- und zweiatomigen
Gase mit dem idealen Gas (im Bereich 0 C bis 100 C). Fur CO, nden wir 1=268 K.

Arbeit bei isothermer Expansion
Ein Gas dehne sich isotherm von V, nach V. aus. Welche Arbeit verrichtet dann ein Mol des
Gases?

Z,
W = pdVv
Va
. RT : : :
Mit p = nT erhalten wir fur die Arbeit pro Mol.
Z,,
W RT v = RTIn Ve
n Va Vv Va

Nach unserer Vorzeichenkonvention ist die Arbeit negativ bei der Expansion und positiv bei
Kompression. Isotherme Prozesse konnen in der Praxis dadurch realisiert werden, dass man
die Expansion sehr langsam vornimmt, und das System standig Warme mit der Umgebung
austauschen kann.
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18.2 Mikroskopische Beschreibung des idealen Gases

Nun wollen wir das ideale Gas aus mikroskopischer Sicht de nieren und zeigen, dass die mikro-
skopische und makroskopische De nition identisch sind. Wir benutzen folgende Annahmen:

1) Ein Gas besteht aus Teilchen, den Molekulen.

2) Die Molekule befolgen die Newtonschen Bewegungsgleichungen und fuhren unabhangige
Zufallsbewegungen aus.

3) Die Gesamtzahl der Molekule ist sehr gro . Eine typische Gro enordnung ist durch die
Avogadro-Konstante Na = 6:022 10%mol ! gegeben.

4) Das Volumen der Molekule ist vernachlassigbar klein gegenuber dem Gasvolumen.
5) Auf die Molekule wirken au er bei Zusammensto en keine weiteren Krafte ein.

6) Zusammensto e erfolgen elastisch und sind von vernachlassigbar kurzer Dauer.

Kinetische Berechnung des Druckes

Zunachst wollen wir den Druck aus der Sicht der kinetischen Gastheorie berechnen. Der Druck
ist Kraft pro Flache, und Kraft ist die zeitliche Ableitung des Impulses P. Somit erhalten wir
den Druck p durch

_F_P 1 P
P=ATA A 1t
A, Ay
i
X
Vi
pwi

Wir betrachten einen wurfelformigen, elastischen Kasten mit der Kantenlange *. Ein Gasmo-
lekul i iege mit der Geschwindigkeit ¥; = (Vyi; Vyi; Vzi) in X-Richtung. Nach dem Zusammensto
mit der Wand A; prallt das Molekul zuruck, d.h. v,; andert sein Vorzeichen und vy; und v;;
bleiben unverandert. Der auf die Wand ubertragene Impuls P,; ist die Di erenz zwischen dem
Anfangs- und Endimpuls.

Pwi= (Pei Pa)= ( MVi MVy)=+2mMyvy

Das Molekul moge nun ohne Zusammensto e mit anderen Molekulen auf die gegenuberliegende
Wand A, tre en und dort wieder re ektiert werden. Zum Durchqueren des Behalters benotigt
es die Zeit t = “=v,;. In Zeitabstanden von t = 2°=v,; tri t das Molekul auf die Wand A;.
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Der Gesamtimpuls, der im Zeitraum t auf Wand A; ubertragen wird, ist P;j = 2mvy;. Mit
A; = “? erhalten wir den Druck, den Molekul i auf die Wand A; ausubt.
1 Pi 1 2muvy _m ,

pi:A—1 t 2 o Vxi = 73 VYxi

Der Gesamtdruck ist die Summe aller Einzeldrucke

X m 2 2
P= Pi=FVa+Ve+iiitvy)
i=1
wobei sich die Summe uber alle Molekule N im Kasten erstreckt. Durch Umformen erhalten
wir
MmN V2 VvV
= 0 N :
dabei ist = mN=*3 die Gasdichte und vZ = X (v2, +vZ, + ::: + v2) der Mittelwert von v2
fur alle Molekule im Kasten. Somit erhalten wir

- 2
p_vx

Fur jedes Teilchen ist v¥ = vZ; +v7; +vZ. Aufgrund der zufalligen Bewegung in alle Richtungen
gilt fur die Mittelwerte

=y2 = 2
Vy

\

)
ol
w|

Somit erhalten wir den gesuchten Zusammenhang zwischen Druck und mittlerem Geschwindig-

keitsquadrat.
1 —

p=7 Vv (355)
Das Resultat andert sich nicht, wenn man in der Herleitung Gasbehalter beliebiger Form zula t.
Wir haben Sto e von Teilchen untereinander nicht berucksichtigt. Durch elastische Sto e werden
Geschwindigkeiten zwischen Molekulen ausgetauscht. Verliert ein Molekul Geschwindigkeit, so
erhoht sich die Geschwindigkeit des Sto partners entsprechend. Bei gro er Zahl von Molekulen
andert sich der Mittelwert v2 nicht.
Ein Ma fur die mittlere Molekulgeschwindigkeit ist die Wurzel aus dem mittleren Geschwin-
digkeitsquadrat. v

u - @ r_
P— 1 X 3
Vims = vz = %N Vi2 = _p :

(rms bedeutet root-mean-square.)

Spater werden wir die Geschwindigkeitsverteilung der Molekule genauer untersuchen und ei-
ne Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die Molekulgeschwindigkeit angeben (Maxwell-Boltzmann
Verteilung).

Kinetische Interpretation der Temperatur
Wir multiplizieren (355) mit dem Gasvolumen
1

1
pvV = 3 V ve= gnMv2 ; (356)
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18.2 Mikroskopische Beschreibung des idealen Gases

wobei V die Masse des Gases darstellt. M ist die Molmasse und n die Sto menge (Anzahl der
Mole). Die gesamte kinetische Translationsenergie des Gases ist

1 1 1 1 V242 4+ + V2
K = Zmv2+mv2+:::+-mvi=-mN1 2 N
2 1272 2 N2 N
1 — 1 —
= —mNvZ2 = -nMv?
pMNVe = ohviv

Ein Vergleich mit (356) zeigt
21 = 2
V = Z(ZnMv2) = K
PV =3GnMVI =3
Mit der Zustandsgleichung des idealen Gases pvV = nRT nden wir den Zusammenhang

K= 1nMW = §nRT (357)

2 2
Die Geschwindigkeit wird dabei auf den Massenmittelpunkt des Gases bezogen; denn die Tem-
peratur des Gases andert sich naturlich nicht, wenn man den Behalter im Flugzeug transpor-

tiert. Fur die mittlere kinetische Energie pro Molekul erhalten wir

_ K 1M— 1 — 3R 3
K. = -~ y2== 2=__T = kT 358
" ANA 2 Na' 2V TONA 2 (358)
wobei R
k=—=1:380 10 ® J/K
Na

die Boltzmann-Konstante ist. Die mittlere kinetische Energie der Molekule eines idealen Gases
ist proportional zur thermodynamischen Temperatur.

Fur zwei verschiedene Gase mit den Molekulmassen m; und m, und den mittleren Ge-
schwindigkeiten vi.yms und V. rms erhalten wir bei gleicher Temperatur

q—
.l | g
— — V1. Vi m
myVv? = myvZ  oder Lrms _ g== -2 : (359)
V2.rms @ ms

Vergleich verschiedener Gase

molare Masse | vims(0 C) | 3MVv?
Gas
g/mol in m/s in J/mol
bei0 C
H, 2,02 1838 3370
He 4,0 1311 3430
H,O 18 615 3400
(6{0) 28 493 3390
Luft 28,8 485 3280
CO, 44 393 3400
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18.3 Warmekapazitat des idealen Gases

Di usion:

Die Tatsache, dass leichtere Gasmolekule eine gro ere Geschwindigkeit besitzen, kann man
bei der Di usion von Gasen durch eine porose Wand ausnutzen. Be ndet sich eine Gasmischung
in einem Behalter mit porosen Wanden, so stellt man im evakuierten Au enraum fest, dass
im Laufe der Zeit Gasmolekule die Wand durchdringen und in den Au enraum di undieren.
Dabei di undieren die leichten Gase schneller, da sie eine gro ere Geschwindigkeit besitzen.
Unter der Annahme, dass sich die Di usionsgeschwindigkeit proportional zur Wurzel aus der
Molekulmasse verhalt Grahamsches Gesetz ndet man im Au enraum eine Anreicherung der
leichten Gasmolekule (mit Masse m) im Vergleich zu den schwereren (mit Masse M) von

= M=m

Dieses Verfahren wird zur Anreicherung von Isotopen (z.B. Uran - 235 aus naturlichem Uran)
verwendet.

Demonstrationsversuch: Brownsche Bewegung

Molekulsto e kann man sichtbar machen, wenn man die Bewegung sehr kleiner Partikel in
Luft unter dem Mikroskop anschaut. Zur Beobachtung eignet sich gut Zigarettenrauch. Er be-
steht aus etwa 0.1 m gro en Partikeln, die etwa 10° Atome enthalten. Man beobachtet, dass
die Partikel eine statistische Bewegung durchfuhren, die einem Zick-Zack-Kurs ahnelt (Brown-
sche Bewegung). Diese wird durch Sto e des Partikels mit den umgebenden Luftmolekulen
hervorgerufen.

18.3 Warmekapazitat des idealen Gases

Beim idealen Gas wirken keine Krafte zwischen den Molekulen; deshalb besitzt es keine poten-
tielle Energie. Die innere Energie besteht ausschlie lich aus kinetischer Energie. In (358) hatten
wir fur die mittlere kinetische Energie pro Molekul den Wert 3/2 kT gefunden. Fur N Molekule
erhalten wir somit die innere Energie
3 3

= ENkT = anT (360)
Bei realen Gasen stimmt diese Beziehung nur fur einatomige Gase (z.B. He), mehratomige Gase
(z.B. O,, CO,) haben zusatzlich zur Translationsenergie noch Schwingungs- und Rotationsener-
gie. Die wichtige Aussage von (360) ist, dass bei idealem Gas die innere Energie proportional
zur thermodynamischen Temperatur ist und nur von ihr abhangt.

Bei Gasen sind zwei molare Warmekapazitaten wichtig, C, (isobarer Prozess, p = const.)
und Cy (isochorer Prozess, V = const.). Sie sind durch folgende Gleichungen de niert (336):
Co=t-2 und Gy = 2 (361)

n T ,—const n T y—const
Wir betrachten nun ein thermodynamisches System, bestehend aus einem gasgefullten Zylinder,
einem Warmereservoir und einem beweglichen Stempel. Durch Anhaufen von Sand auf dem
Stempel kann der Gasdruck variiert werden. Wir betrachten nun die Prozesse, die im p-V
Diagramm eingezeichnet sind. Dort sind zwei Isothermen eingezeichnet mit den Temperaturen
T1:TundT2:T+ T.
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18.3 Warmekapazitat des idealen Gases

A ischarer
4 ProzeR
A

(d)

Verschiedene Warmekapazititen. Die Tempetatur eines Gases kann sowohl durch eine isoba-
re (konstanter Druck, a — b) als auch durch eine isochore (konstantes Volumen, ¢ — ) Zustandsdnde-
rung erhdht werden.

1) Zunachst be ndet sich das System im Punkt a (Abb. a). Das Warmereservoir wird nun
von T; auf T, erwarmt. Es wird standig Sand auf den Stempel gegeben, damit das Volu-
men konstant bleibt. Wir haben einen isochoren Ubergang von (a) nach (c). Mit dem 1.

Hauptsatz
U= Q+ W
und W = pdV =0 (daV = const.) erhalten wir
mit Q = nCy T
U =nC, T (362)

2) Nun fuhren wir einen isobaren Ubergang von (a) nach (b) durch (das Gewicht auf dem
Stempel bleibt konstant). Mit dem 1. Hauptsatz erhalten wir

U= Q+ W=nC, T p V

Beide Prozesse durchlaufen dieselbe Temperaturdi erenz T. Da die innere Energie nur von
der Temperatur abhangt, muss U in beiden Prozessen gleich sein. Also

U=nCy T=nC, T p V (363)
Durch Di erenzbildung der Idealgasgleichung (mit p=-const.) p V =nR T nden wir

nC, T = nCy T+p V=nCy T+nR T
C, = G/ +R (364)
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Die molare Warmekapazitat bei konstantem Druck ist stets um den Betrag R gro er als die
molare Warmekapazitat bei konstantem Volumen. Diese Beziehung gilt auch in guter Naherung
fur reale Gase. Mit (360) und (361) erhalten wir fur (einatomiges) ideales Gas.

1du 1 d .3 3
Cy = ndT C ndT EnRT)—éR (365)
5
C, = Cy +R=§R (366)
Das Verhaltnis von C, und Cy nennt man auch den Adiabatenkoe zienten
CD
= _— 367
o (367)
Fur einatomiges ideales Gas nden wir somit
C, _5=2 _5
=+~ =__=_=1;67
Cv 3=2 3

Gleichverteilungssatz der Energie
Wir hatten bereits angedeutet, dass bei mehratomigen Molekulen mehr Energieformen zur
inneren Energie beitragen konnen als bei einatomigen Gasen. Wir haben folgende Beitrage:

1) kinetische Energie der Translation: 1=2mv?
2) kinetische Energie der Rotation: 1=2] 12
3) kinetische Energie der Schwingung von Atomen im Molekul

4) potentielle Energie der Atomschwingungen

In der statistischen Mechanik kann man zeigen, dass bei Verwendung der Newtonschen Me-
chanik und bei gro en Molekulzahlen alle oben genannten Energiebeitrage denselben mittleren
Wert haben und dass dieser nur von der Temperatur abhangt. Dies ist der Gleichverteilungssatz
der Energie oder das Aquipartitionstheorem. Jede Moglichkeit eines Molekuls Energie aufzuneh-
men, nennt man Freiheitsgrad. Fur jeden Freiheitsgrad T erhalt das Molekul die mittlere Energie

— 1
E = §kT (368)
Einatomiges Gasmolekul

Ein einatomiges Gasmolekul hat 3 Freiheitsgrade der Translation, fur jede Raumrichtung einen.

Damit ist die innere Energie gegeben durch

UzgnRT:gnRT ; (369)
Mit (365) erhalten wir
Cy = %?# £R=2R 12;5 Jmol * K!
C, = Cy+R= £+1 R 20;8 Jmol ' K'!
- G _f+2_ 5
Cv f 3
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18.3 Warmekapazitat des idealen Gases

Zweiatomiges Gasmolekul

Zusatzlich zur Translation tritt auch Rotation auf. Ein zwei-atomiges Molekul kann man sich als
Hantel vorstellen. Es kann sich prinzipiell um alle drei Raumrichtungen drehen. Allerdings be-
obachtet man, dass die Rotationsenergie um die Langsachse der Hantel fast nichts beitragt, da
das Tragheitsmoment um diese Achse sehr klein ist. Schwingungsbeitrage werden bei Zimmer-

temperatur bei den meisten Gasen nicht beobachtet. Wir erwarten somit f =5 Freiheitsgrade.
Somit

u = gnRT
Cy = g 20;8
C, = ;R 29;1
7
= 5 =14

Drei- und mehratomige Gase
Es kommen 3 Translation- und 3 Rotationsfreiheitsgrade in Betracht, also ¥ = 6. Schwingungs-
beitrage sind bei Zimmertemperatur hier ebenfalls klein. Damit erhalten wir

U = 3nRT

Cy = 3R 249 J mol ! K1?

C,b = 4R 333 J mol'! K'!

4
= 3= 1,33

Die folgende Tabelle und Abbildung zeigt die gemessenen Werte fur verschiedene Gase. Fur
ein- oder zweiatomige Gase liegen die Werte nahe bei denen des idealen Gases. Bei mehrato-
migen Gasen gibt es deutliche Abweichungen von unserem Modell. Cy und C, liegen deutlich
uber unserer Erwartung. Vermutlich treten Energiebeitrage durch Schwingungen auf, die nicht
berucksichtigt wurden.

Molare Warmekapazititen verschiedener Gase bei 20°C und 101.325kPa (1 atm)

Arxt Gas C, Cy C,—Cyp x=C,/Cy
des Gases in J/molK)  inJ{{molK)  in J/(molK)
einatomig ideales Gas 20.79 12.47 8.314 1.67
He 20.81 12.48 8.33 1.67
Ar 20.81 12.48 8.33 1.67
zweiatomig H, 28.76 20.43 8.33 1.41
O, 2943 21.06 8.37 1.40
N, 29.10 20.77 8.33 1.40
Cl, 3471 25.75 8.96 1.35
mehratomig  CO, 36.97 28.47 8.50 1.30
S0, 40.40 31.40 9.00 1.29
NH, 36.84 27.84 9.00 1.31
C,Hg 51.71 43.12 8.58 1.20

Die Grenzen unseres Modells werden in der Abbildung deutlich. Dort sehen wir die molare
Warmekapazitat (Cy ) als Funktion der Temperatur fur zweiatomige H, Molekule. Bei kleine
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T TTTIT T TTTTM T 7TTn

(=1

Ll LI Lol L1l ———
20 50 . 100 200 500 1000 2000 5000 10,000
T/K

_ Temperaturabhiingigkeit der molaren Wirmekapazitit C, fiir Wasserstoff. 7 ist in cinem
logarithmischen MaBstab aufgetragen. Da WasserstofT bei 3200 K dissoziiert, bezieht sich die gestrichel-
te Kurve auf ein undissoziiertes H,-Molekiil.

Temperaturen (T < 100K) nden wir Cy, = 3R=2 im Bereich 250K < T < 750K, den be-
rechneten Wert Cy = 5R=2 und bei sehr hohen Temperaturen C, = 7R=2. Dies widerspricht
der klassischen kinetischen Gastheorie, denn die Warmekapazitaten sollten sich nicht mit der
Temperatur andern. In der Quantentheorie ist es moglich, dass einige Freiheitsgrade bei gerin-
gen Temperaturen keinen Beitrag liefern. Salopp sagt man, die Freiheitsgrade seien bei tiefen
Temperaturen \eingefroren™. O ensichtlich tragen also nur die 3 Translationsfreiheitsgrade bei
tiefen Temperaturen zur Warmekapazitat des H, Molekuls bei. Rotations- und Schwingungs-
freiheitsgrade sind eingefroren. Oberhalb von 250 K kommen noch 2 Rotationsbewegungen
hinzu und bei sehr hohen Temperaturen nden wir noch 2 weitere Freiheitsgrade der Schwin-
gung (kinetische und potentielle Energie). Mit diesem Gleichverteilungssatz der Energie kann
man auch das Dulong-Petitsche Gesetz (341) fur die molare Warmekapazitat im Festkorper
verstehen. Ein Atom im Kristall kann in alle drei Raumrichtungen schwingen. Insgesamt hat
es 6 Freiheitsgrade (je 3 fur kinetische und potentielle Energie). Somit erhalten wir die molare

Warmekapazitat

Cp CV=;R=3R 25 Jmol ' K1 : (370)

Dies ist das Dulong-Petitsche Gesetz. Der Abfall der molaren Warmekapazitat bei kleinen
Temperaturen ist gema Quantenmechanik durch \Einfrieren" von Freiheitsgraden zu erklaren.

18.4 Adiabatische Zustandsanderung

Wir wollen nun die adiabatische Zustandsanderung eines idealen Gases betrachten, bei einem
adiabatischen Prozess wird keine Warme zwischen dem System und der Umgebung ausgetauscht
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( Q =0). Nach dem 1. Hauptsatz erhalten wir

Q = U w
mt W = p VvV ; Q=0 und (362) U=nCy, T
erhalten wir
0 = nCy T+p V
und v
_ P
T = e (371)

Andererseits gilt fur ein ideales Gas die allgemeine Zustandsgleichung pvV = nRT, welche fur
kleine Anderungen nach der Produktregel der Di erentiation umgeschrieben werden kann:

dipv) _ dv . dp _
gt = Par "Var =R
pV+V p = nR T
T = % (372)

Beide Ausdrucke fur T werden nun gleichgesetzt.
PV, pV_ Vop
nCy nR nR
Multiplikation mit n R Cy liefert: Rp V+Cyp V+CyV p = 0
Mit Cy =C, R erhaltman: Cpp V+CyV p = 0

Mit dem Adiabatenkoe zienten = C,=Cy ergibt sich dann nach Multiplikation mit 1=(pV Cy )

VP
Vv p
Im Grenzfall ( V ¥ Ound p ¥ 0) nden wir
p V
und nach Integration
Inp+ InV =InpV = const.

Ein adiabatischer Prozess des idealen Gases wird somit durch die Gleichung
pV = const. beschrieben. (373)
Mit Hilfe der Zustandsgleichung pV = nRT la t sich diese Gleichung auch umformen in:
T pt = const.oder TV = const. (374)

Die Abbildung zeigt die Adiabaten und Isotherme fur ein ideales Gas. Da der Adiabatenkoe -
zient immer gro er als 1 ist, verlaufen Adiabaten steiler als Isotherme im pV Diagramm. Im
Prinzip wird jede Isotherme von allen Adiabaten geschnitten.

Schallausbreitung
Die Schallausbreitung in einem Gas ist ein Beispiel eines adiabatischen Prozesses. Beim Schall
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Ty Ty Tg T4

pV =const.
— — pV*=const.
{x = 1.40)

Ty = 100 K
Ty =200 K
T3=300 K
Ty=400 K

\

1

\

\

\
\
|
!
|
\

Druck/10%Pa
N>
I

—
———

[ 16 20 30 40
Volumen/|

Isothermen und Adiabaten eines idealen Gases. Ty, T,, T5 und T, geben den Verlauf des
Druckes in einem Mol eines idealen Gases bei einer isothermen (T = const.) Volumenédnderung wieder.
Ay, As, A5 und 4, geben den Verlauf des Druckes in einem Mol eines idealen Gasgs bei‘ eir'her adiabgti-
schen (0 = 0) Volumenénderung wieder. Ein adiabatischer Anstieg des Volumens ist mit einem Absin-
ken der Temperatur verbunden (bei a ist T = 400 K und bei b ist T = 300 K).

kommt es zu Kompression und Expansion von Gas, wodurch Gas lokal erwarmt und abgekuhlt
wird. Prinzipiell sollte daher Warme vom warmeren zum kuhleren Bereich ie en. Die Kom-
pressionen erfolgen aber so schnell, dass es aufgrund der schlechten Warmeleitfahigkeit von
Gas zu keiner nennenswerten Warmeubertragung kommen kann. Wie wir in Kap. 16.2 gesehen
haben, ist die Schallgeschwindigkeit v gegeben durch

P
v= K= (375)

wobei K der Kompressionsmodul ist. In (193) hatten wir den Kompressionsmodul fur feste
Korper de niert.

Bei Gasen bleibt der Druck bei einer Kompression nicht konstant. Die Druckanderung ist pro-
portional zur Volumenanderung.

V_p
v - K (376)
Fur eine di erentielle Anderung ergibt sich
_ ydp
K=V v (377)
Als Beispiel betrachten wir zunachst einen isothermen Prozess (pV = const.). Somit ist
d(pV) dp
“dv =p+V (W)isotherm =0
Vergleich mit (377) gibt
Kisotherm =P (378)
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Fur einen adiabatischen Prozess erhalten wir mit

pv = const.

dv vV ot+y (g )adiabatisch = 0

Einsetzen von (377) liefert dann
pV 'V 'Kygiabatisch =0

oder
Kadiabatisch = P
Die gesuchte Beziehung fur die Schallgeschwindigkeit ist somit
P

vV = p=

Als Beispiel sehen wir in der folgenden Tabelle die berechnete und gemessene Schallgeschwin-
digkeit fur verschiedene Gase bei p = 101325 Pa (T =0 C).

Gas fo=5 Vberechnet ~ Vgem
(kg/m3)  (m/sec) (m/sec)
Argon Ar |3 1,67 1,78 307,4 308
Wassersto H, | 5 1,4 0,090 1255 1306
Sauersto O, |5 1,4 1,43 315,0 314,3
Luft 5 1,4 1,29 331,6 331,8
Methan 6 1,33 0,717 433,5 430

Man erkennt eine gute Ubereinstimmung zwischen der berechneten und gemessenen Schallge-
schwindigkeit fur ein-, zwei- und mehratomige Gase.

Da wir nun das Idealgasgesetz kennen, konnen wir berechnen, wie die Schallgeschwindigkeit
von der Temperatur abhangt. Mit der Idealgasgleichung erhalten wir

pvV = NKT
Nm=V und somit
p= = KkT=m
Damit erhalten wir fur die Schallgeschwindigkeit
V= P p= = P kKT=m ; (379)

bei ist m die Masse eines Gasmolekuls. Die Schallgeschwindigkeit steigt somit proportional zu

T=m an. Sie ist gro er fur Helium als fur Luft und steigt mit wachsender Temperatur an. Es
ist interessant, die Schallgeschwindigkeit mit der typischen Geschwindigkeit der Gasmolekule,
2.B. Vims, zU vergleichen, die wir in Kap 18.2 hergeleitet hatten.

| G
T

m

Wir sehen, dass die Schallgeschwindigkeit in derselben Gro enordnung, aber geringfugig unter
der Geschwindigkeit der Molekule liegt.

Vrms -
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18.5 Mittlere freie Weglange

18.5 Miittlere freie Weglange

Gasmolekule sto en andauernd aneinander und bewegen sich auf Zick-Zack-Linien. Die mittlere
freie Weglange s ist jene Distanz, die ein Molekul im Mittel zwischen zwei Sto en zurucklegt.
Sie ist gegeben durch:

‘s=V it (380)
wobei v die mittlere Geschwindigkeit
1 X
V= N . Vi)

und ts die mittlere Sto zeit ist (mittlere Zeit zwischen zwei Sto en). Zur Berechnung von “
betrachten wir den Sto zweier Molekule, die wir als harte Kugeln mit dem Radius r; bzw. r,
ansehen.

(a) {(b)

(a) Die Mittelpunkte zweier Molekiile haben bei einem Zusammenstol den Abstand 4, {b) Der

gleichcﬂZu_sammenstoB kann auch durch cin Molekiil des Durchmessers 2 d mit einem punktfdrmigen
Molekiil simuliert werden, '

Es gibt einen Zusammensto , wenn sich die Mittelpunkte beider Molekule bis auf den Abstand
R = r; + r, nahern. Die e ektive wirksame Flache fur den Sto ist daher ein Kreis mit dem
Radius R = r; + r,. Man nennt diese Flache auch Wirkungsquerschnitt des Sto es.

= RZ= (L +1,) (381)

Der Wirkungsquerschnitt hat denselben Wert, wenn wir Molekul 2 als punktformig ansehen und
dafur Molekul 1 den Radius R annimmt. In unserem Fall betrachten wir Sto e von identischen
Molekulen, sodass r; = r, = d=2, wobei d der Durchmesser ist. Damit erhalten wir fur den
Wirkungsquerschnitt:

= d2
Die Zahl der Zusammensto e in der Zeit t entspricht dann der Anzahl Ny, der Molekule in
einem Zylinder mit dem Querschnitt = d? und der Lange Vgt.

Vrel It die gemittelte relative Geschwindigkeit zwischen den beiden Sto partnern. v; und v,
seien die Geschwindigkeiten beider Molekule. Dann ist

Yeel = Y1 W2
2 2 42
Wrell = Vi+V;  2viVpC08
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und mit dem Mittelwert wber den Sto winkel zwischen beiden Geschwindigkeiteaos = 0
erhalten wir q

— p_
Viel = 22 2v°C0S = 2 V

Das Volumen des Zylinders ist

p—
Vz; = Vgt= 2 Vvt

Die Molekeldichte ny, (Anzahl der Molekelle pro Volumen) istny, = (Ny )=(Vz) = =m, wobei
m die Molekslmasse bedeutet. Damit erhalten wirddr die Zahl der Zusammeng e

P_
Nm = nu Vz = 2 viny

Die mittlere Zeit zwischen zwei S en ist dann

_ t 1 1
te. = = p— = p— 382
® Ny v 2 vy v 2d 2VnM ( )
und die mittlere freie Wegknge
< _ 1 1
s= Vts = p— =p (383)

2N pm B P?dan

Die mittlere freie Wegknge hangt somit nicht von der Geschwindigkeit (d.h. Temperatur)ab.
Die folgende Tabelle gibt eine®berblick der mittleren freien Wegknge in der Erdatmosplare.
Auf der Erdober ache betmgt die mittlere Zeit zwischen zwei S4 en etwa

ts 2 10 1'%
Hehe uber Luftdruck s
Erdober ache (Pa) (cm)
(km)
0 101325 [2 10°
100 0,133 0,2
300 0,133 103 15
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